Известия  І83М  0002  3388 

Академии  наук  СССР 


техническая 

КИБЕРНЕТИКА 


ИЗВЕСТИЯ  АКААЕМИИ  НАУК  СССР 

ТЕХНИЧЕСКАЯ 

Журнал  основан 

КИБЕРНЕТИКА 

в  январе  1963  года 

Выходит  6  раз  в  год 

Москва  •  «Наука» 

№  1 

январь— февраль  •  1991 

СОДЕРЖАНИЕ 
Теория  автоматического  управления 


Гусев  Ю.  М.,  Ефанов  В.  Н.,  Крымский  В.  Г.,  Рутковский  В.  Ю.  Анализ  и  синтез 
линейных  интервальных  динамических  систем  (состояние  проблемы).  I. 
Анализ  с  использованием  интервальных  характеристик  полиномов  ....  3 

Крищенко  А.  П.,  Кушнарев  В.  И.,  Назаренко  А.  Н.,  Ткачев  С.  Б.  Численные  ме¬ 
тоды  дифференциально-геометрического  подхода  к  проблемам  нелинейной 

теории  управления .  24 

Барабанов  А.  Т.  Метод  Рауса  в  теории  систем.  I.  Обобщение  проблемы  Рауса 

в  задачах  теории  систем  ....  35 

Тимофеев  А.  В.  Свойства  обратимых  моделей  динамики  и  синтез  высококачест¬ 
венного  робастного  управления .  45 


Методы  и  задачи  оптимального  управления 


Фоменко  А.  В.  Синтез  сингулярно  возмущенной  системы  управления  с  исполь¬ 
зованием  полей  медленных  и  быстрых  экстремалей . 

Бондарко  В.  А.  Субоптимальное  и  адаптивное  управление  непрерывными  ли¬ 
нейными  объектами  с  запаздыванием . 

Битюцких  В.  Т.  Максиминная  задача 

роны.  II . 

Кибзун  А.  И.,  Курбаковский  В.  Ю.  Численные  алгоритмы  квантильной  оптими¬ 
зации  и  их  применение  к  решению  задач  с  вероятностными  ограничениями 


распределения  средств  нападения  и  обо- 


Управление  и  оценивание  при  неполной  информации 


Бочаров  В.  Ю.,  Меликян  А.  А.  Задача  гарантированного  быстродействия  с  по¬ 
иском  ^целевой  точки  в  многоугольной  области  неопределенности  ....  82 

Тертычный  В.  Ю.  Оценивание  параметров  управляемых  динамических  систем 

в  условиях  неизвестного  дрейфа  .  93 

Карнаухов  В.  М.,  Онищенко  А.  М.  Выбор  признаков  по  эталонным  описаниям 

нормальных  трехмерных  совокупностей . /ІШ 

Колобов  М.  Г.  Оценивание  состояния  динамической  системы  при  наличии  не- 

определенных  составляющих  в  шумах  состояния  и  измерения .  108 


Управление  робототехническими  системами 


Вукобратович  М.,  Стокич  Д.  Требуется  ли  адаптивное  управление  для  манипу¬ 
ляционных  роботов,  и  если  да,  то  в  какой  мере? .  115 

Бербюк  В.  Е.,  Янчак  Я.  И.  Оптимизация  по  быстродействию  транспортных  дви¬ 
жений  портального  робота .  126 

Заремба  А.  Т.,  Зегжда  С.  В.,  Коноплев  В.  А.,  Левин  А.  Б.  Синтез  программных 

движений  роботов  на  основе  обратных  задач  кинематики  .  . . 142 


©  Издательство  «Наука» 

«Известия  АН  СССР.  Техническая  кибернетика»,  1991  г. 


1 


Малышев  А.  Б.,  Ющенко  А.  С.  Исследование  динамического  управления  мани¬ 
пуляторами  . 

Чекушкин  В.  В.  Таблично-алгоритмический  преобразователь  для  вычисления 
тригонометрических  функций . - 


Системы  автоматизации  проектирования 

Микишев  В.  В.,  Тарасов  В.  Б.  Использование  методов  искусственного  интел¬ 
лекта  в  САПР.  Анализ  отечественного  и  зарубежного  опыта . 


Вычислительные  алгоритмы  и  устройства 
в  системах  управления 

Волков  В.  Л.,  Пакшин  П.  В.  Логарифмическая  числовая  система  в  алгоритмах 
управления  и  обработки  информации . 


Техническая  диагностика 

Задорожный  Д.  Ю.,  Кузьмин  А.  Б.  Математические  методы  диагностирования 
технических  систем . 


184 


Краткие  сообщения 

Габелая  А.  Г.  Новый  критерий  инвариантности  спектральных  значений  линей¬ 
ных  автономных  систем . 

Чхеидзе  Г.  А.  Синтез  алгоритмов  управления  движением  упругих  механиче¬ 
ских  систем . . 

Волгин  Л.  Н.  Об  одной  задаче  оптимального  управления  для  неминимально¬ 


фазового  дискретного  объекта .  212 

Аннотации  статей  депонированных  в  ВИНТИ .  215 

Авторский  указатель  за  1990  год .  217 


РЕДКОЛЛЕГИЯ: 

Главный  редактор  академик  Е.  А.  Федосов 
Заместители  главного  редактора:  д.  т.  н.  В.  И.  Кухтенко,  д.  т.  н.  Д.  А.  Поспелов,, 
чл.-корр.  АН  СССР  Ф.  Л.  Черноусько, 

Ответственный  секретарь  д.  т.  н.  Г.  Г.  Себряков 

Члены  Редколлегии:  д.  т.  н.  А.  Г.  Бутковский,  д.  т.  н.  А.  Ф.  Верещагин, 
д.  т.  н.  В.  В.  Инсаров,  д.  т.  н.  И.  Е.  Казаков,  чл.-корр.  АН  СССР  В.  В.  Клюев, 
д.  т.  н.  Ю.  А.  Кочетков,  д.  т.  н.  М.  Н.  Красильщиков,  чл.-корр.  АН  СССР  А.  А.  Красовский, 
д.  т.  н.  Л.  Т.  Кузин,  д '  т.  н.  Н.  В.  Куланов,  д.  т.  н.  В.  В.  Малышев, 
академик  В.  М.  Матросов,  академик  Ю.  С.  Осипов,  академик  Г.  С.  Поспелов, 
д.  т.  н.  В.  Н.  Почукаев,  чл.-корр.  АН  СССР  Е.  Д.  Теряев 

Адрес  редакции  125319,  Москва,  ул.  Викторенко,  7 
тел.  157-94-18 

Зав.  редакцией  М .  В.  Анджиевская 


2 


ТЕХНИЧЕСКАЯ 
КИБЕРНЕТИКА 
№  1  .  1991 


ТЕОРИЯ  АВТОМАТИЧЕСКОГО  УПРАВЛЕНИЯ 

УДК  62-50 
©  1991  г. 


Ю.  М.  ГУСЕВ,  В.  Н.  ЕФАНОВ,  В.  Г.  КРЫМСКИЙ, 

В.  Ю.  РУТКОВСКИЙ 

АНАЛИЗ  И  СИНТЕЗ  ЛИНЕЙНЫХ  ИНТЕРВАЛЬНЫХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ  СИСТЕМ  (СОСТОЯНИЕ  ПРОБЛЕМЫ) 

I.  АНАЛИЗ  С  ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ  ИНТЕРВАЛЬНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ  ПОЛИНОМОВ 

В  первой  части  обзора  приводятся  результаты,  относящиеся  к  анализу  линей¬ 
ных  интервальных  динамических  систем  (ЛИДС)  на  основании  информации  об  их 
характеристических  полиномах.  Рассматриваются  задачи  исследования  устойчивости 
непрерывных  и  дискретных  ЛИДС,  а  также  получения  условий  локализации  корней 
их  характеристических  полиномов  в  заданной  области  комплексной  плоскости. 

Введение.  Необходимость  обеспечения  многорежимности  и  много¬ 
функциональности  современных  управляющих  систем  (УС)  обусловли¬ 
вает  тот  факт,  что  требования,  предъявляемые  к  функционированию  УС, 
должны  выполняться  в  определенном  (достаточно  широком)  диапазоне 
варьирования  характеристик  отдельных  подсистем.  Иными  словами,  при 
проектировании  системы  должен  закладываться  высокий  уровень  ее 
робастности.  Последнее  свойство  включает  в  себя  в  первую  очередь 
наличие  робастной  устойчивости  и  робастного  качества  управления  в 
разрабатываемой  УС  4.  В  наиболее  общем  случае  может  идти  речь  и  об 
оптимальности  управления  в  условиях  неопределенности 1  2. 

Важным  классом  робастных  УС  являются  линейные  интервальные 
динамические  системы  (ЛИДС).  Процессы  в  ЛИДС  описываются  обык¬ 
новенными  линейными  дифференциальными  или  разностными  уравне¬ 
ниями,  коэффициенты  которых  представляют  собой  интервальные  числа 
[1—4].  Каждое  интервальное  число  А=[ а,  представляет  собой  ограни¬ 
ченное  величинами  а  и  ^  подмножество  множества  В  всех  действитель¬ 
ных  чисел 

А=[ а,  р>]  =  (1) 

Множество  всех  интервалов  вида  (1)  обозначим  через  /(/?).  Тогда, 
если  А=[а,  ^]е/(Д)  и  #=[4,  6]^/(Д),  то  действия  над  А  и  В  подчиня¬ 
ются  следующим  правилам  интервальной  арифметики  [2,  3] : 

А+В=  [а+ч,  р+6] ,  (2) 

А-В=[ а-6,  Э— ті;  (3) 


1  Устойчивость  адаптивных  систем I Андерсон  Б.,  Битмид  Р.,  Джонсон  К.  и  др.; 
Пер.  с  англ.  М.:  Мир,  1989.  263  с. 

2  Цыпкин  Я.  3.  Оптимальность  в  задачах  и  алгоритмах  оптимизации  при  нали¬ 
чии  неопределенностей // АиТ.  1986.  №  1. 
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(4) 

(5> 


А  В=  [шіп{а^,  аб,  [іб},  тах{а^,  $4,  аб,  рб}]; 

А/В=[ а,  р]  [1/6,  1/чЬ 

В  некоторых  случаях  для  уточнения  результатов  перечисленных  опе¬ 
раций  формулы  (2)  — (5)  заменяют  выражениями,  соответствующими  не¬ 
стандартной  интервальной  арифметике  [3] . 

Фактически  интервальная  модель  динамической  системы  отражает 
реальную  ситуацию  с  информацией  о  значениях  ее  параметров,  когда 
априорно  известны  только  границы  диапазонов  изменения  тех  или  иных 
величин. 

Вопросы  анализа  и  синтеза  систем  с  указанным  математическим  опи¬ 
санием  в  настоящее  время  интересуют  широкий  круг  исследователей. 
Количество  публикаций  в  данной  области  непрерывно  возрастает.  Тем  не 
менее  отсутствие  обзора  по  ЛИДС  создает  трудности  для  систематизации 
полученных  результатов,  а  также  для  формулирования  новых  постановок 
задач.  Настоящая  статья  имеет  целью  отчасти  восполнить  отмеченный 
пробел. 

Обзор  состоит  из  ряда  разделов,  содержащих  изложение  методов  и 
результатов  исследования  ЛИДС  по  совокупности  основных  направлений. 
Обращается  внимание  на  актуальные  нерешенные  проблемы.  Библиогра¬ 
фия  не  претендует  на  исчерпывающую  полноту,  однако,  по  мнению  авто¬ 
ров,  позволяет  проследить  развитие  наиболее  перспективных  подходов 
к  обеспечению  желаемых  свойств  систем  рассматриваемого  класса.  Для 
удобства  читателя  литература,  не  относящаяся  к  тематике  ЛИДС,  ука¬ 
зывается  в  примечаниях  по  тексту. 

Анализ  устойчивости  интервальных  характеристических  полиномов 
непрерывных  систем.  Рассмотрим  непрерывную  динамическую  систему, 
свободное  движение  которой  задано  совокупностью  дифференциальных 
уравнений  вида 

х=Ах,  х(і0)=х0.  (6) 

Здесь  А=||агі||лХп  —  матрица  с  действительными  элементами  размера 
( пХп ),  х—п- мерный  вектор  координат  состояния. 

Как  известно,  для  асимптотической  устойчивости  нулевого  решения 
(6)  необходимо  и  достаточно,  чтобы  характеристический  полином 

/(5)  =5П+615П~1  +  .  .  .  +  Ъп,  (7) 

где  Ъі,  &е{1,  п)  —  действительные  коэффициенты,  имел  корни  только  в 
левой  половине  комплексной  плоскости.  В  случае  интервальной  системы 
величины  Ъ{,  і^{1,  п)  представляют  собой  интервальные  числа 

Ъі^[аі,  М,  0<оь<р,,  п).  (8) 

С  этой  точки  зрения  /($)  для  такой  системы  можно  отнести  к  клас¬ 
су  интервальных  характеристических  полиномов  (ИХП).  Указанный 
ИХГІ  считается  устойчивым,  если  его  корпи  при  любых  сочетаниях  зна¬ 
чений  Ъі ,  1,  п],  удовлетворяющих  (8),  лежат  в  левой  половине  комп¬ 
лексной  плоскости. 

Фундаментальные  результаты,  определяющие  необходимые  и  доста¬ 
точные  условия  асимптотической  устойчивости  ИХП,  получены  Харито¬ 
новым  [5] .  Они  содержатся  в  формулировках  следующих  двух  теорем. 

Теорема  1.  Для  того  чтобы  Г П<=СП,  необходимо  и  достаточно,  что¬ 
бы  Г4пс=Сп. 

Здесь  Сп  —  множество  полиномов  вида  (7),  все  корни  которых  ле¬ 
жат  в  левой  половине  комплексной  плоскости,  Гп  —  семейство  всех  по¬ 
линомов  (7)  с  коэффициентами,  удовлетворяющими  (8),  а  Г4П  — семей¬ 
ство  тех  полиномов  из  Гп,  у  которых  каждый  коэффициент  бг-,  *е{1,  п } 
равен  либо  а,-,  либо  (і*  (т.  е.  Г4П  содержит  2П  полиномов). 
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Необходимость  сформулированного  утверждения  очевидна,  так  как 
Г1пс=Гп.  Доказательство  достаточности  осуществляется  методом  матема¬ 
тической  индукции  по  п.  При  этом  используется  представление  полино¬ 
мов  /($)  в  виде  суммы 

/(«)=М$2)+$іК$2), 

где  /г (А,),  #(Я)  —  некоторые  полиномы  от  переменной  Я,  причем  степени 
этих  полиномов  однозначно  связаны  со  степенью  /($). 

Ход  дальнейших  рассуждений  опирается  на  теорему  Эрмита  —  Биле¬ 
ра,  устанавливающую  взаимосвязь  между  областями  расположения  кор¬ 
ней  /($),  й(Я)  и  #(Я),  а  также  на  критерий  Н.  Г.  Четаева 3,  согласно 
которому  необходимым  и  достаточным  условием  принадлежности  /($) 
множеству  Сп  при  &і>0  является  принадлежность  вспомогательного  по¬ 
линома 


ф(*)  = 


(~1)п$/  (-$)  -  (8-2Ь{)  /  (&) 
2  Ъ* 


множеству  Сп  \ 

Теорема  2.  Для  того  чтобы  ГА П<=СП,  необходимо  и  достаточно,  что¬ 
бы  четыре  полинома  /г($),  і^{  1,4}  из  Г4П  со  следующими  наборами  коэф¬ 
фициентов: 

/і($)  - 


/г(«) 


/а(«)  - 


/4(5)  - 


Г  Рп-2Ь, 

к  четно, 

2кі 

к  нечетно, 

/  ^п— 2к—  і» 

к  четно, 

0&п-2Ь-і? 

к  нечетно 

/  Ып-2кі 

к  четно 

^п— 2кі 

к  нечетно, 

—  2к—  і» 

к  четно, 

1  ^п-2Ь-і, 

к  нечетно; 

I  0Сп  —  2кі 

к  четно, 

Рп-2А? 

к  нечетно, 

^п-2А-1, 

к  четно, 

О^п— 2к—  1) 

к  нечетно; 

Г  ^п-2Л, 

к  четно, 

^  Ып-2к 

к  нечетно; 

^п-2А-1? 

к  четно, 

“  Рп-2А-І> 

к  нечетно; 

принадлежали  Оп. 

Доказательство  данной  теоремы  строилось  автором  на  основе  индук¬ 
ции  по  п.  Следует  отметить,  что  в  дальнейшем  было  предложено  более 
простое  и  наглядное  доказательство  теоремы  2,  использующее  анализ 
свойств  интервальных  полиномов  в  частотной  области  [6] .  В  этой  работе 
рассматривается  полином 


/(«)  =Ьп8п+Ъп-18п-1  +  .  .  .  + 


(9) 


Четаев  Н.  Г.  Устойчивость  движения.  М.:  Наука,  1965. 
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отличающийся  от  (7)  наличием  коэффициента  при  старшей  степени  5 
(т.  е.  более  общий  случай) ,  а  также  «обратной»  индексацией  коэффи¬ 
циентов  Ьі^[о,і,  М,  іе{0,  п).  Полиномы  /Д$),  {1,4}  в  такой  ситуации 


приобретают  вид 

/1(5)  =  ^0+^5+а252+а353+...=/(5,  Еи  О 4),  (Ю) 

/2(5)=^0+а15+а252+Рз53+. .  .=/(5,  Еи  02),  (И) 

/з(5)=а0Н-Рі5+р252+а353+. .  .=/(5,  Е2,  0і),  (12) 

/4($)=а0Н-а,5+[М2+М3+- •  *=/(^  Е2,  02).  (13) 


Фактически  /Д$),  /^{1,4}  сформированы  с  использованием  мно¬ 
жеств  2?1  =  {(5(ь  ос2,  р4,  а  б, . . .},  і?2=  {а0<  р2,  а4,  р6, . . .}  значений  коэффициен¬ 
тов  с  четными  индексами  и 

О !={(*„  сб3,  р5,  а7, . . .},  02=  {а,,  Рз,  а»,  Р?,  • .  .} 
аналогичных  значений  применительно  к  нечетным  индексам.  Пусть  Е*  = 
-={60*7  Ъ2*,  64*, ...},  0*={Ъі*,  Ь3*,  Ъг*, ...}  —  множества  фиксированных 
значений  коэффициентов  соответственно  с  четными  и  нечетными  индек¬ 
сами,  удовлетворяющих  неравенствам 

(Ь<Ъ{*<$ь  і^{077г}. 

Тогда  справедливы  следующие  леммы. 

Лемма  1.  Если  устойчивы  два  полинома  /($,  Е *,  0і)  и  /($,  Е*,  02), 
то  устойчиво  семейство  полиномов  /($,  Е*,  0),  где  О  обозначает  мно¬ 
жество  произвольных  значений  нечетных  коэффициентов  из  заданных 
интервалов. 

Лемма  2.  Если  устойчивы  два  полинома  /(.9,  Еи  0*)  и  /(5,  Е2,  0*), 
то  устойчиво  семейство  полиномов  /($,  Е ,  О*),  где  5  обозначает  множе¬ 
ство  произвольных  значений  четных  коэффициентов  из  заданных  интер¬ 
валов. 

При  доказательстве  леммы  1  осуществляется  подстановка  5= 
=/(о(0< (о<°°) ,  и  в  выражении  для  /(/ со,  Е*,  О)  выделяются  действи¬ 
тельная  и  мнимая  части 

Ке[/(/со,  Е *,  О)  ]  =Ь0*— &2*(о2+Ь4*(о6— . . . , 

Іт[/(уо),  2?*,  О) ]  =Ь,(о— Ь3ю34-Ь5(о5— . . . 

Таким  образом,  Не  [/(/со,  5*,  0)]  имеет  фиксированное  значение  при 
каждом  конкретном  со,  а  Іт[/(/со,  2?*,  0)]  удовлетворяет  соотношению 

Іт[/(уо),  2?*,  02)]<  Іт [/(/со,  Я*,  0)]<  Іт[/(/со,  2?*,  0,)] . 

Взаимное  расположение  годографов  рассматриваемых  комплексно-значи¬ 
мых  функций  показано  на  рис.  1.  Основываясь  на  критерии  устойчиво¬ 
сти  Михайлова,  можно  утверждать,  что  если  «граничные»  годографы  со¬ 
ответствуют  устойчивым  характеристическим  полиномам,  то  /(5,  Е *,  0)  — 
также  устойчивый  полином. 

Совершенно  аналогично  доказывается  и  лемма  2.  Из  справедливости 
лемм  1  и  2  следует  достаточность  условий,  указанных  в  формулировке 
теоремы  2  Харитонова  (их  необходимость  очевидна). 

Важно  подчеркнуть,  что  стремление  придать  различную  интерпрета¬ 
цию  результатам  В.  Л.  Харитонова  неоднократно  ориентировало  тех  или 
иных  авторов  на  поиск  новых  вариантов  доказательства  теоремы  2  (на¬ 
пример,  в  [7]  это  сделано  на  основе  геометрического  подхода). 

Дальнейшие  исследования  показали,  что  для  ИХП  низкого  порядка 
(/2=2,  3,  4,  5)  условия  устойчивости,  заданные  в  этой  теореме,  несколь¬ 
ко  избыточны.  Первые  результаты,  приводящие  к  таким  выводам,  изло¬ 
жены  в  [8] .  Автор  справедливо  отмечает,  что  для  устойчивости  ИХП 
третьего  порядка  необходимо  и  достаточно,  чтобы  был  устойчив  только 
один  полином  из  перечисленных  в  выражениях  (10)  — (13):  /2($).  Что 
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Рис.  1 


же  касается  ИХП  четвертого  порядка,  то  их  устойчивость  предлагается 
оценивать  но  расположению  корней  следующих  четырех  полиномов: 

/і'($)  =  р0+Рі$+а2$2+а3$3+р4$4; 

($)  =Ро+а154-а252+Рз53+^454; 

/з'($)  =р0+аі$+а2$2+аз$3+р4$4; 

и  (*)  ==Ро+Рі5+а2.92Н-^3+М4. 

Нетрудно  убедиться,  что  //($)  =/1(5) ,  /2' ($)=/2($) .  Тем  не  менее  /з'($) 
и  //(5)  отличны  от  полиномов  /3(5)  и  /4(5).  Исходя  из  этого,  ставится  под 
сомнение  правомерность  теоремы  2,  доказанной  выше. 

Возникшее  противоречие  разрешается  в  работах  [9,  10].  В  [9]  по¬ 
казано,  что  для  ИХП  четвертого  порядка  из  устойчивости  /4($),  /2($) 
(10),  (11)  следует  устойчивость  /3($),  /4($)  (12),  (13).  Совершенно  ана¬ 
логично  в  [10]  дается  подтверждение  тому  факту,  что  из  устойчивости 
//(5),  /2 '($)  вытекает  и  устойчивость  /3'($),  //  ($).  Таким  образом,  в  рас¬ 
сматриваемой  ситуации  анализ  устойчивости  ограничивается  исследова¬ 
нием  свойств  двух  полиномов:  /1(5),  /2($).  В  [9]  также  показано,  что  при 
/г=5  следует  определять  устойчивость  трех  полиномов  (/1(5),  /2($),  /з($)К 
а  при  п  >6  какое-либо  упрощение  условий,  содержащихся  в  формулиров¬ 
ке  теоремы  2,  невозможно. 

Заслугой  Харитонова  является  и  то,  что  он  распространил  предло¬ 
женный  им  подход  к  исследованию  устойчивости  на  случай  интерваль¬ 
ных  полиномов  с  комплексными  коэффициентами  [11]. 

Пусть  далее  Кп  —  семейство  полиномов  порядка  п 

п 

Р(8)  =  ^ркзп-к(рк^  0)  (14) 

ь=о 

с  комплексными  коэффициентами 

рк=Ък+]ск,  &€Е{0,  п},  (15) 

где  Ьк,  ск  принадлежат  заданным  интервалам 

Ък^[ак,  р*],  бА], 

0<аЛ<Р*,  0<><6*,  Л^{0,  п}. 

Обозначим  Нп  множество  всех  полиномов  вида  (14),  корни  которых  ле¬ 
жат  в  левой  полуплоскости.  Задача  состоит  в  нахождении  условий,  при 
которых  Кп<=Нп.  Предварительно  осуществим  подстановку  5  =7 со  и 


запишем 


Р(І<й)=Н((й)+іё((й), 


где  /Дсо),  #(со)  —  действительные  полиномы  от  со.  Можно  говорить,  что 
полином  Р(з)  определяется  парой  (й,  $) .  Тогда  основной  результат  ра¬ 
боты  [10]  формулируется  в  следующей  форме. 

Теорема  3.  Для  того  чтобы  Кп^Нп,  необходимо  и  достаточно,  что¬ 
бы  восемь  полиномов  из  Кп ,  определенных  парами  (ки  #і),  (ки  #2), 
(к2,  §і),  (кг,  &),  (кг,  8г),  (кг,  §,) ,  (К  §3) ,  (кк,  §к),  лежали  в  Н\ 

Здесь  /ц(о>),  §■((©),  іе{1,4}  —  полиномы  с  сосредоточенными  коэффи¬ 
циентами,  вычисляемыми  согласно  нижеперечисленным  правилам: 
кі  (ы)  - 

_  Г  а„_2А,  Кп-2*-1,  к  четно, 

Ѵп—2кч  Сп-2к—1  |  7  г-  7 

1  Ьп-2*,  б„-2к-і,  к  нечетно; 


й2(  со)  — 
к3(  со)  — 
й4(со)  — 

#іЫ  - 

- 

йГз(со)  - 

^4  (со)  - 


Ьп-2кч  Сп-2к-і  — 


Ъп-2кі  Сп-2к~і  - 


Ъп-2 к,  Сп-2к-1  — 


кп—2к—\і  Сп  —  2 к 


кп—2к—іч  Сп  —  2к 


Ъп-2к-1'>  Сп-2к  — 


Ъп^к-іі  Сп-2к 


Г  ^п-2йі  6п“2Ь-1і 
0Сп  —  2кі  Чп  —  2к—1і 

(  &п  —  2кч  бп—  2к—  І7 
Рп— 2кч  Чп-Ък—іі 

Г  ^п-2Ь?  *{п-2к-1, 
&п  —  2кі  бп  —  2к—  1? 

Г  (^п— 2к—  1?  Тп— 2А? 

^п  —  2к—іч  бп  — 2А? 

Г  СХп  —  2к—  і?  бп  —  2кч 

(^п— 2к—  іі  Чп~2кі 

)  СХп-2А-і,  Чп~2кі 
$п-2к~1і  ®п-2кі 

Г  Рп-2Л-1»  $п-2кі 
О&п— 2к—  Ь  Чп  —  2кі 


к  четно, 

А;  нечетно; 

А:  четно, 

А:  нечетно; 

А:  четно, 

А;  нечетно; 

к  четно, 
к  нечетно; 

к  четно, 
к  нечетно; 

к  четно, 
к  нечетно; 

к  четно, 
к  нечетно. 


Доказательство  приведенного  утверждения,  как  и  теорем  1,  2,  свя¬ 
зано  с  использованием  теоремы  Эрмита  —  Билера.  Позднее  было  пред¬ 
ложено  более  простое  доказательство  [12]. 

Полученный  результат,  как  будет  видно  далее,  играет  важную  роль 
при  решении  задачи  о  распределении  полюсов  ИХП  с  действительными 
коэффициентами  в  заданной  области,  если  эта  область  представляет  со¬ 
бой  сектор  в  левой  половине  комплексной  плоскости. 

Перечисленные  теоремы  дают  ответ  на  вопрос  об  устойчивости  ИХП 
непрерывных  систем.  Тем  не  менее  существует  другая  проблема,  тесно 
связанная  с  данным  вопросом:  как  оценить  запасы  устойчивости  интер¬ 
вальной  системы  с  точки  зрения  определения  допустимых  пределов  варьи¬ 
рования  ее  параметров.  Указанное  направление  развивается  в  работах 
[13—20] .  При  этом  в  [13]  предложены  достаточные  условия  устойчи¬ 
вости  ИХП,  которые  сводятся  к  проверке  наличия  этого  свойства  у  вспо¬ 
могательного  полинома  порядка  2 п.  Возникает  возможность  сопостав¬ 
ления  значений  параметров  с  «граничными»  для  устойчивости  такого  по- 
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линома  (что,  впрочем,  не  позволяет  судить  о  границах  фактической  обла¬ 
сти  устойчивости  в  пространстве  параметров  вследствие  достаточности 
применяемого  критерия).  В  работах  [14—16]  предполагается,  что  наи¬ 
большие  значения  относительных  приращений  параметров  априорно 
известны.  Применительно  к  этому  случаю  задача  сводится  к  поиску  мак¬ 
симума  одного  эквивалентного  параметра,  косвенно  характеризующего 
допустимые  пределы  коэффициентов  ИХП,  при  которых  еще  не  нару¬ 
шаются  условия  теоремы  2.  Для  ИХП  общего  вида  (14)  с  коэффициен¬ 
тами  (15)  указанный  параметр  2 п  может  вводиться  в  рассмотрение,  исхо¬ 
дя  из  того,  что 

Ѵ+гА  ц], 

ск^[ск°-8к-\і,  ск°+ик-іх], 

где  6 Д  ск°  —  номинальные  значения  параметров  Ък,  ск  (считается,  что 
при  Ък=Ък°  и  ск—ск  тР($)  устойчив) ;  ік,  гк ,  §к,  ик  —  неотрицатель¬ 
ные  числа. 

Алгоритм  максимизации  р  впервые  предложен  в  [14],  будучи  ориен¬ 
тированным  на  случай  п= 4,  ск°= 0,  /с^{0,  п).  Более  общая  ситуация 
(сй°=0,  п  —  произволен)  рассмотрена  в  [15].  Наконец,  распространение 
данного  подхода  на  случай  ИХП  с  произвольными  коэффициентами  осу¬ 
ществлено  в  [16] .  Следует  отметить,  что  в  последнее  время  появилась 
возможность  использования  этих  результатов  для  исследования  устойчи¬ 
вости  полиномов  и  от  двух  переменных  ($ь  з2)  [17]. 

Существенные  результаты,  относящиеся  к  решению  проблемы  устой¬ 
чивости  ИХП  линейных  непрерывных  систем,  а  также  определение  их 
запасов  устойчивости,  получены  в  [18—20] .  Они,  как  показывают  даль¬ 
нейшие  исследования  [21],  могут  послужить  отправной  точкой  для 
интервальной  формулировки  критерия  устойчивости  Михайлова.  Мето¬ 
дика  автора  указанного  цикла  работ  основывается  на  переходе  к  анали¬ 
зу  частотных  характеристик  интервальных  систем  и  применении  прин¬ 
ципа  аргумента  Коши. 

Пусть  задан  устойчивый  характеристический  полином  /0($)  с  фик¬ 
сированными  коэффициентами  Ь Д  і^{0,  п }  для  некоторого  номинально¬ 
го  состояния  системы 

/0(Ю=ЬпѴ+Сі^-1  +  .  .  .+  ЬІ°8+Ь0°.  (16) 

Будем  считать,  что  для  каждого  из  этих  коэффициентов  может  Ріметь 
место  неизвестное,  но  ограниченное  приращение  произвольного  знака 

_  |вь,|<дь„  о^Г}. 

Здесь  А6і>0,  г^{0,  п)  —  заранее  определенные  границы  указанных 
приращений. 

После  подстановки  $=/ со  из  (16)  получаем 

/о  (/со)  =/?0(со)+у’(о(Мсо), 
где 

/?0(а>)  =&о°— 620а>2+640со4+. .  .-Ь  (  — І)^72*^0^^, 

(?0  (со)  =Ьі°-Ьз0€о2+&5°(о4+.  .  •+  (“  1)  (‘-1)/! Ѵ«о(,-1), 

причем 

т=п ,  1=п—  1  при  п  четном; 

1=п,  т=п—  1  при  п  нечетном. 

Сформируем  четыре  полинома  от  (о  с  «экстремальными»  значениями 
коэффициентов  согласно  равенствам 

/?і ( со)  =7?о( со)+А/?(со),  Д2(оа)  =Д0( со)  — Д/?(ы), 

< ?,  (со)  (со)  +Д()(со) ,  <?2(со)  =(?о  (со)  -А(?(со) . 
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Здесь 


ДЛ(со)  =А6о0+АЬ20о)2+.  .  .+А6т°сот; 

А(?  (ю)  =  АЪі0+АЪ№+. .  .+Д6,0©1-1. 

В  связи  с  тем,  что  рассматриваемые  полиномы  ЯД  со),  Н2(  со)  фак¬ 
тически  зависят  от  со2,  можно  утверждать,  что  каждый  из  них  имеет  не 
более  чем  т/ 2  действительных  неотрицательных  корней. 

Обозначим  Дсог.  і^{\,т/2)  частотный  диапазон  между  /-ми  корня¬ 
ми  уравнений 

Яі(со)  =0 
и 

Я2(со)=0. 

Рассуждая  совершенно  аналогично,  найдем  частотные  диапазоны  Асо^-, 
7*е{1,  (/— 1)/2}  между  соответствующими  /-ми  корнями  уравнений 

(?і(со)=0 

и 

@2(©)=0. 

Тогда  справедливы  следующие  утверждения  [20]. 

Лемма  3.  Для  устойчивости  интервального  полинома  /($),  сформи¬ 
рованного  на  основе  /0($)  с  приращениями  (17),  необходимо  и  достаточно, 
чтобы  был  устойчивым  /о (5),  а  также  выполнялось  хотя  бы  одно  из  усло¬ 
вий: 

1)  Ѵсо^Дсо*,  /е{1,  (1=1)72}  :  |Я0(со)  |>ДЯ(со); 

2)  Ѵо)^Асоч,  г^{1,  ^/2}  :  |<?0(со)  |>А(?(со). 

Теорема  4.  Для  устойчивости  ИХП  /($)  необхоимо  и  достаточно, 
чтобы  вышеупомянутые  частотные  диапазоны  Асогг*9  г^{1,  /гг/2}  и  Асоді, 
/^{1,  (/— 1)/2}  не  перекрывались. 

Применение  последней  теоремы  иллюстрируется  рис.  2,  3,  где  пока¬ 
заны  АсОгг,  {1,3}  и  Дсі)д„  /е={1,  (/—  1 ) /2}  в  случае  ИХП  шестого  порядка. 
Система,  для  которой  рассмотренные  частотные  диапазоны  соответствуют 
рис.  2,  будет  устойчивой  в  робастном  смысле,  причем  расстояние  между 
границами  двух  наиболее  «близких»  областей  Асод,  и  ДсоГ2  может  быть 
выбрано  в  качестве  оценки  запаса  устойчивости  (Да>).  Напротив,  система* 
соответствующая  рис.  3,  неустойчива. 

В  заключение  данного  раздела  отметим,  что  понятие  запаса  устойчи¬ 
вости  интервальной  системы  может  трактоваться  и  в  более  широком 
смысле.  Например,  в  работах  [22,  23]  решается  следующий  весьма  ак¬ 
туальный  вопрос:  нельзя  ли  по  информации  об  интервальной  модели 
объекта  уже  перед  проведением  синтеза  сделать  вывод  о  существовании 
(или  несуществовании)  регулятора  с  постоянными  параметрами,  который 
обеспечивает  робастную  устойчивость  соответствующей  системы  управле¬ 
ния?  При  этом  наиболее  общий  результат  получен  применительно  к  струк¬ 
турной  схеме  (рис.  4),  где  Р Л$),  К($)  —  передаточные  матрицы  размеров 
(рХт)  и  (тХр)  объекта  и  регулятора;  у  ($)  и  и  (5)  —  т  —  местные  векторы 
управляемых  координат  и  задающих  воздействий.  В  свою  очередь 

Рй(4=К-Ро($).  (18) 

Здесь  Р0( 5)  —  некоторая  «номинальная»  передаточная  матрица,  а  К= 
=йіа§  ІІ&!, . . . ,  &р||,  причем  к^[  а,  р],  і^{  1,  /?}.  Границы  а,  р  заданного 
интервала  подчиняются  неравенству 

0<а<1<р 

Тогда  справедлива  следующая  теорема  [23]. 
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Теорема  5.  Для  устойчивости  системы  управления  объектом,  мо¬ 
дель  которого  характеризуется  соотношением  (18),  необходимо,  чтобы 
выполнялось  условие 

Р/а  [(^  Н“  У  Тшах)/(1  у  Ушах)]-* 

В  данном  выражении  Утах  —  так  называемый  инвариант  [22],  который 
находится  в  результате  следующей  последовательности  рассуждений. 

Пусть  Р0(в)  имеет  г  матричных  нулей  гі9 ...  ,гг  и  д  необщих  полюсов 
2і9...,гд  (подстановка  $=яг-  іе{1,г}  обращает  в  нуль  все  элементы  мат¬ 
рицы  Р0($);  полюс  2,-,  1,  д}  считается  необщим,  если  он  отсутствует 

хотя  бы  у  одного  элемента  матрицы  Р0($).  Рассмотрим  теперь  конформ¬ 
ное  отображение  ср  :  В-+Й,  где  В  —  замкнутое  множество,  ограниченное 
окружностью  единичного  радиуса,  Й=Н II  {°°},  Н  —  правая  половина  комп¬ 
лексной  плоскости  (вместе  с  осью  ординат). 

Найдем  комплексные  числа 

Оі= ф-‘(2і),  ге{1,г}, 

ае= ф-‘(2*-г),  ?е{(г+1),  (г+д)}. 


которые,  согласно  определению  отображения  ф,  принадлежат  В. 

С  использованием  аг,  і^{1,  (Н-д)},  а  также  сопряженных  с  ними  вели¬ 
чин  щ*,  сформируем  матрицы 


1 —а{а* 


(г+д)Х(г  +  д) 


®  II  ^і)\\  (г  +  д)Х(г  +  7), 


причем 


|  0,  если  1  і  г  или 
I  1/(1 — а*а7*) —  в  противном  случае. 


Тогда  Ушах=1/ѴХтах,  где  Хтах  —  максимальное  из  собственных  чисел  мат¬ 
рицы  А-1В. 

Доказательство  теоремы  основывается  на  интерполяции  в  комплексной 
области  некоторой  аналитической  функции  /т :  В-+В,  такой,  что  /т(аг)  =0, 
г}  и  /т(а*)=7,  #е{(г+1),  (г+д)},  и  последующей  оценке  максималь¬ 
ного  значения  утах  величины  у.  Следует  отметить,  что  данный  результат 
применим  и  в  случае  неустойчивых  объектов. 

В  [23]  формулируется  интересный  вывод  для  ситуации,  когда  к 4= 
=к2— . . .  =кр,  а  объект  не  имеет  матричных  нулей  и  необщих  полюсов. 
При  этом  всегда  существует  такой  регулятор  /?($),  который  обеспечивает 
асимптотическую  устойчивость  замкнутой  системы. 

Что  же  касается  вопроса  о  возможности  обеспечения  устойчивости 
системы  управления  объектом  с  произвольным  числом  интервальных 
параметров,  то  он  пока  остается  открытым. 

Анализ  относительной  устойчивости  непрерывных  интервальных  си¬ 
стем.  Линейная  динамическая  система  считается  относительно  устойчи¬ 
вой,  если  все  корни  ее  характеристического  полинома  локализованы  в  за¬ 
данной  области  А  комплексной  плоскости.  В  частном  случае  область  А 
может  быть  замкнутой 4>  5.  Понятие  относительной  устойчивости  легко 
распространяется  на  случай  интервальных  систем,  если  иметь  в  виду 
разнообразные  варианты  расположения  корней  ИХП  соответственно  воз¬ 
можным  сочетаниям  варьируемых  параметров  в  рамках  фиксированных 
интервалов.  Принадлежность  полюсов  интервальной  системы  некоторой 
желаемой  области  обусловливает  тот  или  иной  уровень  робастного  каче- 


4  Оиітап  5.,  Іигу  Е.  /.  А  ^епегаі  Іііеогу  іог  тоігіх  гооісіизіегіпя  іп  зиЪге^іопз 
о?  іЬо  сотріех  р1апе//ІЕЕЕ  Тгапз.  Аиіотаі  Сопігоі.  1981.  V.  АС-26.  №  4. 

5  V  аЫуапаікап  Р.  Р.,  Мііга  5.  А.  А  іпіііеб  зігисіигаі  іпіегргеіаііоп  о!  8оте  \ѵе!І- 
кпо\ѵп  ЗіиЬіШу  Іезі  ргосесіигез  Іог  Ппеаг  зузіетз  //  Ргос.  ІЕЕЕ.  1987.  V.  15.  №  4. 
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Рис.  4 

ства  управления.  Необходимо  отметить,  что  задача  об  относительной 
устойчивости  ЛИДС  имеет  два  аспекта: 

1)  определение  условий,  при  которых  корни  ИХП  будут  лежать  в  на¬ 
перед  заданной  области  Л; 

2)  приближенное  нахождение  границ  области  Л,  в  которой  гарантиро¬ 
ванно  располагаются  корни  ИХП. 

Процедуры  решения  задач  рассматриваемого  типа  восходят  к  класси¬ 
ческим  методам  (в  частности,  методам  корневого  годографа6  и  алгорит¬ 
мам  построения  областей  устойчивости  для  систем  с  большим  коэффи¬ 
циентом  усиления7);  тем  не  менее  можно  считать,  что  трактовка  вопроса, 
близкая  к  излагаемой  в  настоящей  статье,  появилась  значительно  позд¬ 
нее.  К  числу  первых  публикаций  в  этом  направлении  относятся  работы 
[24,  25].  Существенное  продвижение  в  проработке  первого  аспекта  задачи 
об  относительной  устойчивости  достигнуто  в  [26].  Данная  работа,  хотя  и 
не  посвящена  исследованию  систем  с  интервальными  параметрами,  в  то 
же  время  содержит  алгоритм,  который  позволяет  найти  условия  располо¬ 
жения  корней  произвольного  характеристического  полинома  в  области  А0 
комплексной  плоскости  (причем  уравнение  границы  для  Л0  также  имеет 
полиномиальный  вид).  Алгоритм  основан  на  теории  линейных  матричных 
уравнений  и  является  в  высокой  степени  формализованным.  Будучи  при¬ 
мененным  к  полиномам  /1(5),  .  . .  ,  /4($)  (10)  — (13),  фигурирующим  в  фор¬ 
мулировке  теоремы  2,  он  открывает  возможность  обеспечения  желаемого 
расположения  полюсов,  также  и  интервальных  систем. 

Однако  в  собственно  интервальной  постановке  задача  об  относительной 
устойчивости  впервые  была  включена  в  публикацию  [27]  и  впоследствии 
развита  автором  в  работе  [8].  Применительно  к  ИХП  вида  (7)  обосно¬ 
вывается  следующее  утверждение,  по  сути  дела  являющееся  обобщением 
теоремы  1  Харитонова. 

Теорема  6.  Пусть  область  Л  желаемого  расположения  корней  ИХП 
(7)  имеет  ход,  показанный  на  рис.  5  (здесь  <р*,  ц*,  %*  — заданные  величи- 

6  Удержан  Э.  Г.  Метод  корневого  годографа  в  теории  автоматических  систем.  М.: 
Наука,  1972. 

7  Мее  ров  М.  В.  Синтез  структур  систем  автоматического  регулирования  высокой 
точности.  М.:  Наука,  1967. 
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Рис.  5 


ны).  Обозначим  /п  множество  всех  полиномов  (7),  корни  которых  лежат 
в  Л.  В  этом  случае,  для  того  чтобы  Гп<=/П?  необходимо  и  достаточно,  чтобы 

Обозначения  Гп  и  Г4П  поясняются  в  формулировке  теоремы  1. 

Справедливость  теоремы  6  показывает,  что  для  проверки  факта  при¬ 
надлежности  корней  ИХП  (7)  области  Л  (рис.  5)  можно  проанализиро¬ 
вать  в  этом  отношении  2П  полиномов  с  сосредоточенными  коэффициента¬ 
ми,  принимающими  граничные  значения  из  исходных  интервалов.  Такой 
процесс,  безусловно,  оказывается  весьма  трудоемким.  Поэтому  предлага¬ 
ется  [8,  27]  использовать  достаточные  условия,  обеспечивающие  выпол¬ 
нение  интересующих  нас  требований.  В  частности,  эффективными  яв¬ 
ляются  условия  попадания  корней  ИХП  в  сектор,  заданный  углом  я+ср* 
(рис.  5),  основанные  на  достаточном  критерии  устойчивости  Липатова  — 
Соколова  8.  Эти  условия  имеют  вид 


- — - 3*6*,  І6{1,(»-1)},  (19) 

Рг-фг  +  і 

где  а*,  Рг  —  по-прежнему  границы  интервала  для  коэффициента  ИХП 
(7),  а  б*  —  действительная  функция  величин  п  и  ф*  (ее  значения  пред¬ 
ставлены  на  соответствующих  номограммах  [8]). 

Аналогичный  подход  может  быть  применен  и  для  проверки  того  факта, 
что  действительные  части  корней  ИХП  не  меньше  и  не  больше  ц*. 
С  этой  целью  первоначально  осуществляется  замена  переменной  8  на 
(или  на  5+т]*)  в  выражении  для  /($)  (7)  (т.  е.  фактически  реали¬ 
зуется  метод  Цыпкина  —  Бромберга  9),  после  чего  производится  пересчет 

коэффициентов  Ъ/  и  Ъ/',  г'е{0,  п)  смещенных  полиномов  по  информации 
о  Ьі  согласно  формулам 

ъ/  =  Хі  (-1) ' ш  {м} ,  (20) 

3=0 

і 

Ьі"  =  (-1  т  ІМ} .  (21) 

з=о 

Здесь  Сй-і  —  число  сочетаний  из  (п— /)  элементов  по  (&—/). 

Применительно  к  смещенным  полиномам  с  помощью  достаточных  кри¬ 
териев  записываются  условия  устойчивости  (после  зеркального  отражения 
относительно  мнимой  оси  —  в  случае  полинома  с  коэффициентами  (20), 
либо  непосредственно  —  в  случае  полинома  с  коэффициентами  (21)). 

8  Липатов  А.  В Соколов  Н.  И.  О  некоторых  достаточных  условиях  устойчивости 
линейных  непрерывных  стационарных  систем  //  АиТ.  1978.  №  9.  С.  30-37. 

9  Цыпкин  Я.  3 Бромберг  П.  В.  О  степени  устойчивости  линейных  систем // Изв. 
АН  СССР.  Отд-ние  техн.  наук.  1945.  №  12. 
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На  основе  изложенного  нетрудно  построить  алгоритм  формирования 
относительно  устойчивого  ИХП,  приведенный  в  [8,  27].  Он  заключается 
в  фиксации  аі,  р4  и  последовательном  нахождении  границ  интервалов  ко¬ 
эффициентов  при  убывающих  степенях  5  с  использованием  (19).  В  ситуа¬ 
циях,  когда  корни  найденного  таким  образом  полинома  не  соответствуют 
ограничениям  с  точки  зрения  и  ц*,  производится  корректировка  интер¬ 
валов  коэффициентов  путем  их  сдвига  влево  или  вправо.  В  работах 
[28, 29]  ставится  задача  установления  взаимосвязи  между  размерами 
области  Л  и  соответствующего  подпространства  в  пространстве  варьи¬ 
руемых  коэффициентов  характеристического  полинома.  Последний  перво¬ 
начально  записывается  в  форме  (7),  однако  его  коэффициенты  6±°, . .  .,  Ьп° 
принимают  фиксированные  значения  для  некоторого  номинального  ре¬ 
жима.  Величины  Ь і°,  . . . ,  Ьп°  задают  определенную  точку  в  пространстве 
указанных  параметров.  Необходимо  построить  гиперсферу  наибольшего 
радиуса  с  центром  в  точке  (6Д  . .  .  ,  6П°),  отражающую  допустимые  изме¬ 
нения  коэффициентов  характеристического  полинома,  при  которых  его 
корни  не  выходят  за  пределы  области  Л. 

Для  Л  делаются  следующие  допущения: 

1)  она  расположена  симметрично  относительно  действительной  оси; 

2)  граница  области  Л  пересекает  действительную  ось  только  в  двух 
точках:  х=т,  х=а; 

3)  область  Л  является  односвязной,  причем  ее  граница  состоит  из  ко¬ 
нечного  числа  сегментов  ри  .  .  .  ,  />/,  описываемых  уравнениями  вида 

ф*(я,  г/2)=0;  к^{  1,/}.  (22) 


Обозначим  Ек(х)  выражение  х2+у2,  из  которого  исключена  переменная  у 
путем  решения  одного  из  уравнений  (22)  для  соответствующего  к.  Сфор¬ 
мируем  далее  матрицы 

1  0  ...  О 

— 2х  1  ...  О 

ЕК(х)  — 2х  О 

О  Е*(х)  1 

0  0  —  2х 

.о  0  ...  Ек(х) 

и  векторы  такие,  что 

Т*тНІ-2х,  Ек(х),0,...,0\\іхп, 


фк  = 


{М} 


пХ(п- 2) 


к^{і,  I }. 


Кроме  того,  будем  считать  известными  векторы  лѵ*+4  и  \ѵн_2,  компоненты 
которых  равны 


ѵ(т+1==||тп-1,...,т,  1||; 
лѵ^2=||ап-‘,...,о,  1||. 


Найдем  величины  <4,  /се{1(  (/+2)}  согласно  правилам 


<42  =  тіп  { (Т*-Ь°) т  (І-ФА  (ФАТФА)  -’ФАТ)  (уА-Ь°) } , 

х 


^(+і='Пм-1Ь0+тп/[\Ѵг^1]; 


(23) 


<4+2=11  М-2 Ь°+аѴ|>г+2] . 

Здесь  (Ь°)ГНІѴ,...,МІ;  /  —  единичная  матрица  размера  (пХп); 
і](+1  и  Ці+г  —  векторы  с  единичными  модулями,  совпадающие  по  направле¬ 
нию  с  лѵ;+1  и  чѵ,+2  соответственно;  [  •  ]  обозначает  евклидову  норму. 
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Рис.  8 


С  использованием  введенных  объектов  формулируется  следующее 
утверждение  [29]. 

Теорема  7.  Наибольшая  гиперсфера  с  центром  в  точке  (ЬД  Ь2°, ... 

.  .  .  ,  Ьп°)  пространства  коэффициентов  характеристического  полинома, 
корни  которого  принадлежат  области  Л  комплексной  плоскости,  имеет 
радиус  /?,  определяемый  соотношением 

Л2  =  тт{й,2,  ...,й;+2}, 

где  гі*.  &е{1,  (/+2)}  задаются  равенствами  (23). 

Данная  теорема  доказывается  на  основе  ряда  геометрических  построе¬ 
ний,  в  процессе  которых  сІк,  к^{  1,  (/+2)}  принимают  смысл  кратчайших 
расстояний  от  точки  (ЬД  . . . ,  Ьп0)  до  гиперповерхностей,  ограничивающих 
области  пространства  параметров  в  соответствии  с  сегментами  рир2,... 
. . . ,  рі  на  комплексной  плоскости,  а  также  до  гиперплоскостей,  обусловлен¬ 
ных  равенствами  /(т)=0  и  /(а)  =  0. 

Предложенный  подход  обобщается  на  случай,  когда  в  пространстве 
параметров  формируется  не  гиперсфера,  а  гиперконус.  Укажем  здесь,  что 
подобный  путь  получения  условий  принадлежности  корней  ИХП  задан¬ 
ной  области  А  (построение  геометрического  тела,  аппроксимирующего 
«допустимое»  подпространство  в  пространстве  параметров)  демонстри¬ 
руется  в  значительном  числе  работ.  Например,  в  [30]  можно  найти  рас¬ 
смотрение  случая,  когда  область  Л  имеет  вид,  показанный  на  рис.  6  (для 
непрерывных  систем)  или  на  рис.  7  (для  дискретных  систем),  а  аппрокси¬ 
мирующее  тело  представляет  собой  и-мерный  параллелепипед.  Область  Л 
на  рис.  6  ограничивается  ломаной  линией,  а  на  рис.  7  — дугами  окруж¬ 
ностей  и  логарифмических  спиралей,  отрезками  прямых.  В  обоих  этих 
вариантах  Л  односвязна. 

Начиная  с  [31],  основная  часть  публикаций,  посвященных  первому 
аспекту  задачи  об  относительной  устойчивости  ЛИДС,  оперирует  с  ре¬ 
зультатами  В.  Л.  Харитонова. 
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Так,  если  обозначить  К”  —  семейство  полиномов  вида  (14)  с  коэффи¬ 
циентами  (15),  причем  Ьк  принимает  значение  либо  ак1  либо  рЛ,  /се {0,  /г}, 
ск  принимает  значение  либо  7*,  либо  бЛ,  А^{0,  гс},  а  также  обозначить 
Нп (Л)  —  семейство  полиномов  (14),  корни  которых  лежат  в  области  Л 
(открытый  сектор  рис.  8),  то  можно  записать  следующее  обобщение  тео¬ 
ремы  1  [31]. 

Теорема  8.  Для  того  чтобы  Кп<=Нп(А) ,  необходимо  и  достаточно, 
чтобы  КіП(^Нп{А) . 

Частными  случаями  теоремы  8  являются  аналогичные  утверждения, 
которые  касаются  полиномов  с  действительными  коэффициентами  (сА=0, 
/се {0,  п})  и  секторов,  вырождающихся  в  действительную  полуось. 

Дальнейшее  развитие  подходов  [31]  дает  возможность  исследовать  от¬ 
носительную  устойчивость  интервальных  систем  с  помощью  приложений 
теоремы  3  [32].  При  этом  рассматриваются  множество  Гп  полиномов 
вида  (7)  и  множество  /п  таких  полиномов,  корни  которых  лежат  в  Л 
(рис.  8).  Записывается  вспомогательный  полином  (14)  с  комплексными 
интервальными  коэффициентами  Рк=йк+]Ск,  /с^{0,  п),  где 

б4^[тіп  (сбьсоз  /сг|),  ^соз/с^),  _  (24) 

тах  (ак  сов  /сг|),  $к  соз  /сф)  ] ,  /се  {0,  гс}; 

ск^  [тіп  (оск  зіп  /сг|),  ^зіп/сг)}),  _  (25) 

тах  ( ак  зіп  ^  зіп  /сф)  ] ,  /се  (0,  п). 

В  свою  очередь  аЛ,  (3*  —  границы  интервалов  коэффициентов  исходного 
ИХП  (7).  Применительно  к  полиному  (14)  с  коэффициентами  (24),  (25) 
формируются  выражения  для  к{( со),  . .  . ,  й4( со)  и  ^і(со),  . .  .  ,  #4(о)),  фигу¬ 
рирующих  в  теореме  3.  Все  это  позволяет  привести  формулировку  теоре¬ 
мы  9  [32] . 

Теорема  9.  Для  того  чтобы  Гп<=/п,  достаточно,  чтобы  восемь  поли- 
номов,  заданных  парами  {К,  д,),  (7г„  д2),  (Н2,  д^,  {Н2,  д2),  (к3,  §,),  (к3,д,), 
(^4,  Ы,  (Л4,  ^4),  лежали  в  Нп. 

Доказательство  базируется  на  преобразовании,  связанном  с  постанов¬ 
кой  в  (7)  8=е-3*іѵ,  где  іѵ  —  новая  комплексная  переменная.  Данное  преоб¬ 
разование  соответствует  повороту  мнимой  оси  на  угол  —  г|),  что  создает 
предпосылки  для  сведения  задачи  об  относительной  устойчивости  ЛИДС 
к  стандартной  задаче  об  ее  асимптотической  устойчивости. 

В  [32]  также  дается  модификация  теоремы  9  для  случая,  когда  в  каче¬ 
стве  исходного  ИХП  рассматривается  не  полином  (7),  а  полином  (14). 

Рассмотрению  второго  аспекта  задачи  об  относительной  устойчивости 
ЛИДС  посвящены  [33,  34].  Построение  области  А  гарантированного  рас¬ 
положения  корней  ИХП  (7)  опирается  на  информацию  о  номинальных 
значениях  6Д  .  .  . ,  Ьп°  его  коэффициентов  и  на  данные  относительно  области 
Пъ  их  изменения  в  пространстве  Еъ  указанных  переменных. 

Пусть  $=Я  —  некоторый  действительный  корень  полинома  (7).  Подста¬ 
вив  его  в  выражение  (7),  получим  уравнение 

Г-151+Г-262+  . . .  +ЯЬ„_1+ЬП+ЯП= О, 

определяющее  в  пространстве  Еь  (п—  1) -мерную  гиперплоскость  І\,  соот¬ 
ветствующую  множеству  полиномов,  имеющих  корень  Я.  Фактически  для 
существования  полиномов  с  коэффициентами  из  Е/6,  имеющих  корень  Я, 
необходимо  и  достаточно,  чтобы  гиперплоскость  І\  проходила  через  об¬ 
ласть  ІІЬ  (т.  е.  І\П Для  проверки  отмеченного  факта  достаточно 
определить,  лежат  ли  все  точки  С/ь,  заданные  сочетаниями  «экстремаль¬ 
ных»  значений  переменных  Ъ{,  г^{1,тг}  (т.  е.  с и  или  рг),  по  одну  сторону 
от  Гл. 

Перемещая  корень  Я  по  действительной  оси  комплексной  плоскости,  на 
этой  оси  можно  получить  участки  расположения  действительных  корней 
всех  полиномов  с  коэффициентами  из  области  ІІЬ. 

16 


Аналогичные  построения  можно  выполнить  и  для  каждой  пары  комп¬ 
лексно-сопряженных  корней  $і,2=ц±/т),  предварительно  записав  урав¬ 
нения 

Ке  (р,+/гі)7г"161+  . . .  +рЬп-і+6п+Ке  (|г+Лі)я=!0, 

Іш  (р,+/'п)п“1&і+  . .  .  +ГІ&П-І+ІП1  (ц+/'п)п= 0. 

Эти  уравнения  определяют  в  пространстве  Еъ  {п— 2)-мерную  гиперпло¬ 
скость  Гил.  Для  наличия  у  полиномов  (7)  отмеченной  пары  корней  необ¬ 
ходимо  и  достаточно,  чтобы  имело  место  пересечение  Ѵь  с  Гцл. 

Из  сказанного  вытекает  [34],  что  для  построения  области  Л  нет  необ¬ 
ходимости  сканировать  всю  комплексную  плоскость.  Достаточно  задать 
номинальную  точку  (ЬД  .  . . ,  Ъп°)^ІІъ,  вычислить  соответствующие  ей 
корни  $/  (/^{1,  п})  полинома  (7),  а  затем  около  каждого  корня  построить 
односвязную  область  с  применением  методов  слежения  вдоль  границы10, 
где  критерием  нахождения  точки  в  искомой  области  являются  условия 
І\ПС/ь=0  или  Тті\Ѵь^Ф.  Что  же  касается  всей  области  Л,  то  она  полу¬ 
чается  многосвязной. 

Важно  указать,  что  общность  метода  [33,  34]  позволяет  применять 
его  в  задачах,  для  которых  интервальные  ограничения  заданы  не  приме¬ 
нительно  к  параметрам  характеристического  полинома,  а  непосредственно 
*  по  отношению  к  элементам  матриц,  фигурирующих  в  уравнениях  со¬ 
стояния. 

Из  сказанного  в  данном  разделе  обзора  вытекает  наличие  следующего 
противоречия  в  текущем  состоянии  вопроса:  условия  попадания  корней 
ИХП  в  определенную  область  комплексной  плоскости  пока  найдены 
только  для  случаев,  когда  эта  область  односвязная.  В  то  же  время  для 
ИХП  с  интервальными  коэффициентами  фактическая  область  расположе¬ 
ния  корней  —  чаще  всего  многосвязная.  Данный  факт  целесообразно 
учитывать  при  разработке  новых  методов  и  алгоритмов. 

Анализ  устойчивости  интервальных  характеристических  полиномов 
дискретных  систем.  Свободное  движение  линейной  дискретной  системы 
может  быть  описано  совокупностью  разностных  уравнений  вида 

х(йН-1)=Ах(Л),  к= 0,1,2,...,  (26) 

где  х(/с)  —  72-мерный  вектор  координат  состояния,  А=[|агі||пХп  —  матрица 
с  действительными  элементами  размера  (пХп).  Аналогично  ситуации 
с  непрерывными  системами  здесь,  используя  ^-преобразование,  сформи¬ 
руем  характеристический  полином 

п 

/(2)=<іеі(2І— А)  =  ^|  Ь{2п~\  (27) 

1  =  0 

В  соотношении  (27)  I,  как  и  раньше,—  единичная  матрица;  6г,  і^{0,  п}  — 
действительные  коэффициенты. 

Линейная  дискретная  система  (26)  будет  устойчива,  если  все  корни 
полинома  /(я)  (27)  лежат  в  круге  единичного  радиуса  с  центром  в  начале 
координат  комплексной  плоскости. 

Применительно  к  ЛИДС  величины  Ъі,  г^{0,  п)  представляют  собой 
интервальные  числа 

Ъі^[аі,  р<],  аг<6г<Рг,  ге={0,  п}.  (28) 

Поэтому  и  задача  об  устойчивости  такой  системы  понимается  в  интер¬ 
вальном  смысле:  при  всех  произвольных  сочетаниях  значений  параметров 
из  интервалов  (28)  корни  ИХП  (27)  должны  находиться  в  указанной 
области  комплексной  плоскости.  Возникает  естественный  вопрос:  не  при- 

10  Анализ  и  оптимальный  синтез  на  ЭВМ  систем  управления/Под  ред.  А.  А.  Во¬ 
ронова  ж  И.  А.  Орурка.  М.:  Наука,  1984. 
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менимы  ли  для  решения  этой  задачи  теоремы  1  и  2  Харитонова?  К  сожа¬ 
лению,  ответ  на  этот  вопрос  в  общем  случае  получается  отрицательным, 
о  чем  свидетельствуют  убедительные  контрпримеры  [35,  36]  .  Исключение 
составляют  ИХП  (27)  с  п=2  и  п= 3  при  а0=Ро=1.  Как  показано 
в  [36,  37],  для  таких  полиномов  выполняется  теорема  1.  Что  же  касается 
теоремы  2,  то  при  п= 3  ее  применение  приводит  к  неверным  результа¬ 
там.  Таким  образом,  об  устойчивости  (27)  при  п= 3  и  а0=Ро=1  можно 
судить  только  по  свойствам  23=і8  полиномов  с  сосредоточенными  коэффи¬ 
циентами  [36]. 

Преодоление  возникающих  таким  образом  трудностей  ведется  по  трем 
направлениям. 

Первое  направление  [35,  38]  связано  с  использованием  билинейного 
преобразования 


В  рамках  этого  направления 
ся  в  виде 


2+1 

IV  =  - - . 

2-1 

ИХП  (27) 


(29) 


предварительно  переписывает- 


« 


/(г) 


=Е, 


(2  +  1)"-г'(2-1)\ 


(30) 


где  коэффициенты  с*  также  имеют  интервальный  смысл  (с,е[уі,  6г], 
■у* <6*,  і^{ 0,  гс}),  причем  пределы  у*,  6*  зависят  от  а *,  (5*. 

Подстановка  (29)  в  (30)  дает 

п 

(31) 

І  =  0 


Ввиду  того  что  преобразование  (29)  отображает  внутренность  крѵга 
единичного  радиуса  в  левую  половину  комплексной  плоскости,  можно 
утверждать,  что  устойчивость  ИХП  (27)  дискретной  системы  будет  сле¬ 
довать  из  асимптотической  устойчивости  интервального  полинома  (31). 
В  свою  очередь  для  исследования  устойчивости  полинома  ](іѵ)  примени¬ 
мы  любые  подходы,  развитые  для  линейных  непрерывных  систем,  в  том 
числе  и  теоремы  1,  2. 

Недостатком  данной  группы  методов  является  тот  факт,  что  переход 
от  коэффициентов  Ъи  і^{0,  п)  в  (27)  к  коэффициентам  сг-,  іе{0,  п)  в  (31) 
влечет  за  собой  пересчет  границ  соответствующих  интервалов  по  прави¬ 
лам  интервальной  арифметики  (2)  — (5),  т.  е.  происходит  огрубление  ре¬ 
зультатов  вычислений.  Фактически  применение  теорем  Харитонова 
к  ИХП  (31)  дает  только  достаточные  условия  устойчивости  ИХП  (27). 

Второе  направление,  представленное,  например,  в  [39],  предполагает, 
что  формируются  достаточные  условия  устойчивости  ИХП  дискретной 
системы,  ориентированные  непосредственно  на  запись  полинома  /(2) 
(27).  В  [39]  предполагается  вычислять  вспомогательные  величины 


и  далее 


где 


я  а  =  Хі  (  - ' 1 ) ' ГС/  1  Сі-г  і,  /е  {1,  (п+ 1) } , 

г=0 


8Г 


я  +  1 


Яг+иі&}-и 


з— і 


ге={0,  и}, 


Г  0Сі-і,  если  дг+і.і< 0, 
(  если  дг+і,з>0, 
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а  также 


•  п+1 

Кг  =  Х!|  ?г+і^Рі-і,  ге{0,  п}, 

3=  1 

где 

=  |  Рі-і,  если  дг+1>і>0, 

^  1  если  ®г+1^<0. 

Тогда  для  устойчивости  ИХП  (27),  достаточно,  чтобы  выполнялась  со¬ 
вокупность  неравенств 

бг-і6іЧ.2^0,4655чф+1,  і*={  1,  (тг— 2) }. 

Доказательство  приведенного  утверждения  [39]  базируется  на  преоб¬ 
разовании  (29)  и,  кроме  того,  на  достаточных  условиях  устойчивости  Ли¬ 
патова  —  Соколова.  Отметим,  что  аналогичный  подход  может  использо¬ 
ваться  и  при  анализе  свойств  непрерывных  систем  [40] ,  однако  там  доста¬ 
точный  критерий  устойчивости  (при  наличии  теорем  о  необходимых  и 
достаточных  условиях)  играет  меньшую  роль. 

Третье  направление  предусматривает  исследование  различных  част¬ 
ных  случаев  ИХП  (27).  Здесь  в  первую  очередь  представляет  интерес  сле¬ 
дующий  результат  [35]. 

Т  е  ор  е  ма  10.  Пусть  задан  полином  /(2)  (27)  порядка  п ,  причем  а{= 
=(}{  при  і^{0,  (тг/ 2—1)}  (для  п  —  четного)  или  при  г^{0,  (лг — 1 ) /2}  (для 
п  —  нечетного) .  Тогда  необходимые  и  достаточные  условия  устойчивости 
системы  с  ИХП  /(2)  содержатся  в  формулировке  теоремы  1. 

Обоснование  приведенного  результата  во  многом  сходно  с  доказатель¬ 
ством  теоремы  1. 

Получен  также  ряд  выводов  относительно  устойчивости  полиномов 
/(2)  для  конкретных  значений  тг<5.  Как  уже  упоминалось,  в  случае  а0= 
=^0=1  и  тг= 2  или  /2=3  для  анализа  свойств  ИХП  дискретной  системы 
можно  пользоваться  теоремой  1.  При  а0<р0  (п=2  или  тг=3)  также  необ¬ 
ходимые  и  достаточные  условия  устойчивости  ИХП  (27),  однако  с  целью 
их  применения  следует  предварительно  решить  задачу  об  определении  до¬ 
полнительных  сочетаний  параметров  ИХП,  для  которых  проверяется  рас¬ 
положение  его  корней  (кроме  сочетаний,  фигурирующих  в  формулировке 
первой  теоремы  Харитонова)  [37].  Применительно  к  ситуации  а0=фо=  К 
72=4  и  72=5  имеют  место  приведенные  ниже  утверждения. 

Теорема  11.  ИХП  /(2)  при  тг=4  и  а0=ф0=1  устойчив  тогда  и  толь¬ 
ко  тогда,  когда  устойчивы  16  полиномов,  фигурирующих  в  формулировке 
теоремы  1,  и,  кроме  того,  имеет  место  устойчивость  всех  дополнительных 
полиномов  с  коэффициентами,  соответствующими  сочетанию  (Ь **,  62,  Ъ3, 
й4),  где 

.  *е{2,4},  6,*  =  -/^- (1+Ь4), 

2  с?  4 

причем  удовлетворяются  неравенства 

64<0,  аі<Ь1*<^1. 

Теорема  12.  ИХП  /(2)  при  тг=5  и  а0— Ро=1  устойчив  тогда  и  толь¬ 
ко  тогда,  когда  устойчивы  32  полинома,  фигурирующие  в  формулировке 
теоремы  1,  и,  кроме  того,  имеет  место  устойчивость  всех  дополнительных 
полиномов  с  коэффициентами,  соответствующими  сочетанию  (6^,  Ъ2,  Ъ3, 


Ъч  Ь5),  где  Ь,€=[аг,  {!*] ,  (2,  5}; 


$і*  +  8ЩП(&5)Ѵ^* 
ь*  = - ^ — ’ - ; 


Д*=р,*2-3&5р2*;  ^*=Ъ,+Ь3Ъ5+Ьъ2; 

№=2Ъ,Ъ5-Ъ53+Ь,-Ъ,2Ъ,+2Ъ,2Ь3+Ъ3Ъь+Ь3+ 
+Ь2Ь<,Ь5—ЗЪ2Ъ5, 
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причем  выполняются  неравенства 

Я*>0,  аі<Ь1*<р1. 

На  практике  пользоваться  теоремами  11  и  12  удается  лишь  в  тех  зада¬ 
чах,  где  при  исследовании  характеристического  полинома  к  интервальным 
числам  относят  один  или  два  коэффициента. 

В  работе  [41]  ставится  цель  обобщения  результатов  вышеизложенного 
третьего  направления  по  разработке  методов  анализа  устойчивости 
дискретных  ЛИДС.  В  частности,  в  [41]  доказана  следующая  теорема. 

Теорема  13.  Пусть  полином  (27)  записан  в  виде 


(32) 

г=0 

Положим,  что  для  каждого  і^п/ 2  Ьи  Ъп-і  принимают  значения  из  замкну¬ 
той  области,  показанной  на  рис.  9,  где  ср  составляет  45°.  В  этом  случае 
ИХП  /(з)  устойчив  тогда  и  только  тогда,  когда  устойчивы  полиномы,  ко¬ 
эффициенты  которых  соответствуют  всевозможным  сочетаниям  значений 
для  «угловых»  точек  Аіп  .  .  . ,  Аи,  і^{ 0,  п)  (при  п  —  четном  в  сочетания 
включаются  границы  интервала  варьирования  Ъп/ 2,  т.  е.  ап/2,  Рп/г). 

Теорема  13  содержит  модификацию  подхода  Харитонова  применитель¬ 
но  к  ситуации,  когда  ребра  параллелепипеда  ограничения  параметров 
не  параллельны  осям  координат.  В  [41]  исследованы  также  варианты, 
при  которых  ср=90  и  135°.  На  основании  отмеченных  исследований  пред¬ 
ложен  ряд  наглядных  достаточных  условий  устойчивости  ИХП  (32). 

Завершая  раздел,  отметим  еще  один  конструктивный  подход,  склады¬ 
вающийся  в  последнее  время  в  области  анализа  интервальных  систем  и 
имеющий  перспективу  дать  полезные  результаты  для  дискретных  ЛИДС. 
Это  —  путь  формирования  и  исследования  полиномиальных  политопов 
[42—44].  Определение  политопа  дается  следующим  образом  [44]. 

Пусть  имеются  т  полиномов  /Дз),  .  .  . ,  /т(я)  ?г-го  порядка  с  действи¬ 
тельными  коэффициентами  (при  этом  коэффициент  при  старшей  степени 
комплексной  переменной  г  полагается  равным  единице).  Введем  в  рас¬ 
смотрение  множество  Р  полиномов  р(я),  формируемых  с  использованием 
/, (г),  іе{1,  т)  и  действительных  величин  Хг^[0,  1],  г^{1,  т)  согласно 
правилу 

т  т 

^={р(*)-ЦШг):Л,е[0,1],  Цл,=  і}.  (33) 

г  =  і  г  =  1 

В  этом  случае  Р  называется  полиномиальным  политопом,  а  /Дг),  і^{  1, 
т)  —  вершинами  указанного  политопа. 
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Под  ребром  политопа  Р  понимается  выпуклая  комбинация  каких-либо 
двух  его  вершин,  а  под  открытым  ребром  —  результат  пересечения  Р  с  не¬ 
которой  координатной  гиперплоскостью  в  пространстве  рассматриваемых 
полиномов. 

Запишем  далее  преобразование  Т  :  заданное  соотношением 


2==Г(ы;)  = 


8іѵ+д 


хіѵ+у 

где  С*=Сі){оо}  (С  — поле  комплексных  чисел),  5,  д,  х,  у  —  действительные 
числа,  причем  зу—дхФ 0. 

Отображение  Т  представляет  собой  биекцию;  обратное  преобразова¬ 
ние: 

іѵ=Т~ 1  {г)  =  (-ут,+д)І(х2-8) . 

Для  некоторого  произвольного  полинома 

/(*)>=г  Ъ02п+Ъі2п-І+  . . .  -ѴЪп 

с  действительными  коэффициентами  &*,  ^{0,  п)  (Ь0> 0)  выполним  преоб¬ 
разование  (34),  в  результате  получим 

п  п 

І{Тк)(іѵ)=  '^Ьіівіѵ+д)4-1  (хш+у){  =  ^^СгИ>п-\  (35) 


Здесь  Сі,  і-е  {0,  тг}  —  найденные  после  преобразования  коэффициенты. 

Матрица  Н(/(Т/с)),  которая  составляется  для  проверки  устойчивости 
полинома  (35)  по  критерию  Гурвица,  имеет  вид 


Н(/(7Ѵ): 


С1 

сз 

С5 . 

со 

С2 

с4 . 

0 

С1 

сз  с5  .  .  .  . 

0 

со 

С2  с4  •  •  •  • 

.  . 

.  • 

•  .  .  .  сп  .  . 

С  учетом  сказанного,  имеют  место  нижеперечисленные  результаты 
[42-44] . 

Т  е  о  р  е  м  а  14.  Пусть  Л  —  односвязная  область  в  комплексной  плос¬ 
кости.  Корни  элементов  политопа  (33)  содержатся  в  Л  тогда  и  только  тог¬ 
да,  когда  корни  всех  открытых  ребер  этого  политопа  содержатся  в  Л. 

Теорема  15.  Выпуклая  комбинация  Я/о  (^)  +  (1—  Я)Д  (іѵ) ,  [0,  1] 
двух  полиномов  іо{и>)  и  і\(іѵ)  порядка  п  (причем  необязательно,  чтобы 
коэффициенты  при  их  старших  степенях  равнялись  единице)  имеет  кор¬ 
ни  только  в  левой  половине  комплексной  плоскости  тогда  и  только  тогда, 
когда 

1)  !о{іѵ)  имеет  корпи  только  в  левой  полуплоскости; 

2)  Н_1(/о)Н(/1)  не  имеет  собственных  чисел  в  полуинтервале  ^  —  °°,  0]. 

Теорема  16.  Пусть  задан  политоп  Р  с  вершинами  / Дя),  /2(^),... 

...,  /т(з)  и  билинейное  преобразование  Т (іѵ)  вида  (34),  которое  перево¬ 
дит  левую  половину  комплексной  плоскости  для  переменной  іѵ  в  область 
Лт  для  переменной  ъ.  Можно  утверждать,  что  область  расположения  кор¬ 
ней  элементов  политопа  Р  является  вложением  области  Лт  тогда  и  только 
тогда,  когда: 

1)  все  полиномы  І{Ті)(іѵ), . .  .  ,  рТтп)  (іѵ) ,  полученные  в  результате  Г-пре- 
образования,  имеют  порядок  7г,  а  их  коэффициенты  при  старших  степенях 
іѵ  —  одинаковые  знаки; 

2)  для  каждой  пары  вершин  (іѵ)  и  /(Т/)(і^),  полученных  в  резуль¬ 
тате  Г-преобразования,  выполняется  набор  требований  теоремы  15,  т.  е. 
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І{Ті)(іѵ)  не  имеет  корней  в  правой  полуплоскости,  и  Н_1  (/(Ті))Н(/(Г/))  не 
собственных  чисел  в  полуинтервале  (— °°,  0] . 

Применение  теорем  14—16  целесообразно  осуществлять  для  двух  ва¬ 
риантов  преобразования  Т  (іѵ ): 

1)  Т (іѵ)  =  (іѵ+і)  I  (іѵ—  1) ,  что  фактически  соответствует  формуле  (29); 

2)  Т (іѵ)  =р(^+1)/(ш—  1) ,  ц>0  (в  такой  ситуации  область  Лт  будет  со¬ 
ответствовать  тем  вариантам  ЛИДС,  для  которых  ширина  полосы  пропус¬ 
кания  не  превышает  ц  [44]  ) . 

Достоинства  отмеченного  подхода  обусловили  попытки  некоторых  ис¬ 
следователей  распространить  понятие  политопа  и  на  случай,  когда  ЛИДС 
описывается  уравнениями  состояния  с  интервальными  матрицами  [42,45]. 
Тем  не  менее  решение  задач,  связанных  с  анализом  свойств  политопов  от 
матриц,  как  и  вообще  интервальных  матриц,  натолкнулось  на  значитель¬ 
ные  трудности.  О  них  будет  говориться  в  последующих  разделах  обзора. 
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ЧИСЛЕННЫЕ  МЕТОДЫ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО 
ПОДХОДА  К  ПРОБЛЕМАМ  НЕЛИНЕЙНОЙ  ТЕОРИИ  УПРАВЛЕНИЯ 


На  основе  дифференциально-геометрического  подхода  для  нелинейных  динами¬ 
ческих  систем,  линейных  по  управлению,  приводятся  алгоритмы  численно-анали¬ 
тических  процедур  преобразования  к  каноническому  виду,  декомпозиции,  оценивания 
и  построения  экспоненциального  наблюдателя.  Предложенные  методы  позволяют  ре¬ 
шать  задачи  анализа  структурных  свойств  (управляемость,  наблюдаемость)  и  зада¬ 
чи  синтеза  алгоритмов  управления. 

Введение.  В  последние  10—15  лет  активно  развивается  та  область  ис¬ 
следований  нелинейных  динамических  систем  с  управлением,  которая  ис¬ 
пользует  дифференциально-геометрический  подход  [1—17].  Основан  этот 
подход  на  идеях,  методах  и,  конечно,  техническом  аппарате  дифференци¬ 
альной  геометрии.  Этот  раздел  математики  существенно  отличается  от  тех 
ее  разделов  (например,  теории  матриц,  линейной  алгебры,  теории  систем 
линейных  дифференциальных  уравнений,  функционального  анализа),  ко¬ 
торые  составляют  основу  математического  аппарата  в  исследованиях  по 
линейным  системам.  Но  здесь  важно  отметить  следующее:  хотя  большая 
часть  результатов  из  теории  нелинейных  систем  получена  авторами  бла¬ 
годаря  использованию  аппарата  дифференциальной  геометрии,  все  же  они, 
как  правило,  допускают  эквивалентные  формулировки  на  векторно-ма¬ 
тричном  языке.  Это  делает  результаты  нелинейной  теории  систем  доступ¬ 
ными  для  широкого  круга  специалистов  в  области  управления  нелинейны¬ 
ми  динамическими  системами.  Однако  использовать  эти  результаты  для 
исследования  и  разработки  алгоритмов  управления  конкретными  нели¬ 
нейными  объектами  удается  достаточно  редко.  Связано  это  с  тем,  что  из- 
за  нелинейного  характера  большинство  результатов  качественные  и  пред¬ 
ставляют  собой  утверждения  типа  теорем  существования.  Даже  если  име¬ 
ется  конструктивный  результат,  то  получить  его  без  привлечения  числен¬ 
ных  методов  удается  лишь  в  отдельных  случаях.  Это  говорит  о  необходи¬ 
мости  развития  численных  методов,  реализующих  дифференциально-гео¬ 
метрический  подход  к  проблемам  нелинейной  теории  управления. 

В  рамках  разработки  таких  методов  в  данной  работе  для  нелинейных 
систем  излагаются  численные  процедуры  преобразования  к  каноническо¬ 
му  виду,  декомпозиции,  оценивания  и  построения  экспоненциальных  на¬ 
блюдателей.  Приводится  общая  схема  синтеза  алгоритма  управления,  ис¬ 
пользующая  указанные  численные  процедуры. 

Изложение  построено  следующим  образом:  сначала  приводятся  основ¬ 
ные  результаты  на  дифференциально-геометрическом  языке,  затем  дается 
их  векторно-матричная  интерпретация  и,  наконец,  строятся  алгоритмы 
численных  процедур. 
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1.  Канонический  вид.  Рассмотрим  аффинную  управляемую  динамиче¬ 
скую  систему  (АУДС)  с  многомерным  управлением,  т.  е.  систему  вида 

х=А(х>  +  \Нв,(х)и,,  х  <=*",(•')  =  <*(•)/*.  (1.1) 

5=1 

где  и=(к,,  и2, . .  . ,  ит)  —  управления,  А(х)  =  (а1(х),  ._. . ,  а„(х))т,  ВДх)  = 
=  (МХ)>  •  •  • ,  Ьпі(х)  )т,  и  пусть 

щ=Н}(х),  /=1, . .  . ,  т,  (1.2) 

—  выход  АУДС  (1.1).  Для  простоты  будем  считать,  что  все  функции 

«<(•),  МО,  АД-)еС-(О),  (1.3) 

где  12  —  открыто,  ^'^Нп  и  является  мноячеством  допустимых  состояний 
АУДС  (1.1). 

Среди  АУДС  (1.1)  выделим  системы  канонического  вида.  По  опреде¬ 
лению,  это  есть  АУДС,  которые  в  переменных  (г,, . . . ,  г„)=2  имеют  вид 

т 

^2}  •  •  •  }  %п\—  1  %пп  % пі  /і  (^)  йГіі  (^) 


где  ^і+  .  .  .  +гст=гс.  Если  ввести  фазовые  переменные,  то  (1.4)  можно  за¬ 
писать  в  виде  системы  из  т  дифференциальных  уравнений 


=и(у)  +  2ііёіі(у)щ,  і=і,...,т,  (1.5) 

І=1 

где  у  =  (у  ѵ  уѵ  . . Ут>  Ут, .  •  .і  Утт  1})-  Переменные,  в  кото¬ 
рых  записаны  системы  (1.4),  (1.5),  называются  каноническими. 

2.  Условия  существования.  Для  формулировки  условий  эквивалент¬ 
ности  АУДС  (1.1)  системе  (1.5)  канонического  вида  потребуются  сле¬ 
дующие  обозначения.  АУДС  (1.1)  сопоставим  т+\  векторное  поле  на  Кп, 
полагая 


Далее,  если  через  [X,  У]  обозначить  коммутатор  векторных  полей  X  и 
У,  то  айАгВ,=  [А,  ай  а1  В;] ,  г>1,  а  айА°В;=В,. 

Если 

С(х)  =  (с,  (х), ....  с„(х)  )т,  а  х  =  ^,с((х)-^— 

і=і  с,Хі 

—  векторное  поле  па  Пп,  то,  по  определению,  для  любой  функции  ср(х)е 
е=С°°(12) 

п 

Хф  (х)  =  ^  (х)  =  8гас1  Ф  (х)  С  (х) 

дх( 
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и  часто  называется  производной  Ли  функции  ф(х)  по  векторному  полю  X. 
Используют  также  и  обозначение  Хф(х)  =І/Жср(х) .  Полагают,  что  Хгф(х)  = 
=Х(Хг_1ф(х))  при  г>  1.  Отметим,  что  коммутатор  векторных  полей  тоже 
является  векторным  полем,  а  его  координатные  функции  вычисляются  че¬ 
рез  координатные  функции  векторных  полей,  образующих  коммутатор. 
Для  векторных  полей  X  (см.  выше)  и 


У  =  ^й,(х) 

7  =  1 


д 

дХі 


(гі,(х),...,йп(х))т= Б(х) 


их  коммутатор 


где 


[Х,Ѵ]  =  Х)г‘(х>  Т~'  (г,(х),...,гп(х))т=К(х), 

2  1  У  ЭС  і 

ад_^ед-8-^и<*). 


дх 


дх 


Теорема.  Для  того  чтобы  в  области  й  существовала  каноническая 
система  координат,  в  которой  АУДС  (1.1)  имела  бы  канонический  вид 
(1.5),  необходимо  и  достаточно,  чтобы  существовали  такие  функции 

фі(х)еС00(Й),  і=1, . .  . ,  га, 


которые  в  &  удовлетворяли  бы  системе  уравнений 


айАГВ,<р*(х)=0,  г=0, . . 

. ,  гг-2,  і,  /= 1, . . . ,  то. 

(2.2) 

а  соотношения 

г/і(г,=Агф((х) ,  г=0, .  . 

.  ,  Тіі — 1,  7=1,  .  .  .  ,  ТО, 

(2.3) 

вводили  бы  в  й  канонические  переменные.  При  этом  в  (1.5) 

/і  (У)  =  Ап,'фі  (х),  (Гц (у)  =  (—  1  )Пг1а(іпА‘  1  В7ф;  (х),  (2.4) 


где  х=Чг“1(у)  —  решение  (2.3)  относительно  х. 

Доказательство  см.  в  [  1  и  9] ,  а  при  т= 1  —  в  [  10] . 

Для  векторно-матричной  переформулировки  (2.2)  — (2.4)  будет  исполь¬ 
зована  II (х) -матрица  управляемости  [1—3]  АУДС  (1.1): 


Г  (х) =||  В,0  (х) , ....  Вт°  (х) , ... ,  вг 1  (X) , . . . ,  вГ  (х)  II , 


где  В/ (х)  =Ві(х)  —  столбец  коэффициентов  при  управлении  щ  в  (1.1), 
а  при  к> 0 

ч  ав/-‘(х)  5А(х)тал_,/ч 

В/  (х)  = - - - А(х) - - - В,-  (х),  (2..)) 


дх 

дВ?_1(х)  ЭА(х)  „  - 

где  -  -  , — ѵ-  - —  матрицы  Якоби. 


дх 


дх  дх 

Введем  также  системы  обыкновенных  дифференциальных  уравнений: 

х=А(х)  (2.6) 

(2.7) 


х  =  в'  ‘  ^(х). 


Столбец  В/  (х)  матрицы  управляемости  является  столбцом  координат 
векторного  поля  адАг В^.  Поэтому  (2.2)  можно  записать  в  виде 

^гасі  фг(х)ІІ/}  (х)  =0,  к=Пі—  1,  і=  1,  .  .  .  ,  т , 
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(2.8) 


где  Ѵк(х)  —  матрица,  составленная  из  первых  т  к  столбцов  матрицы  уп¬ 
равляемости. 

Используя  понятие  производной  функции  в  силу  системы  дифферен¬ 
циальных  уравнений,  (2.3)  — (2.4)  можно  записать  в  виде 


_  ^Фі(х) 

Уі  йг 


,  г=0,  і=1,...,т, 


(2.6) 


,  х=Чг-‘(у), 


(2.6) 


(2.9) 

(2.10) 


іг«(у)  =  (-і)г 


-^фг(х) 
( ІІ 


,  х=Чг"‘(у),  і,/— 1, 


(2.11) 


(2.7) 


Ограничимся  далее  теми  системами  канонического  вида  (1.5),  кото¬ 
рые  в  Й  удовлетворяют  условию 

гіеі|Ыу)ІИ0.  (2.12) 

3.  Приводимость  к  каноническому  виду.  Вопрос  о  возможности  ириве- 
дения  (1.1)  в  некоторой  окрестности  к  каноническому  виду  (1.5),  удов¬ 
летворяющему  условию  (2.12),  решается  достаточно  просто  с  помощью 
следующего  алгоритма. 

A)  Вычисляется  матррща  управляемости  АУДС  (1.1)  по  (2.5) 

B)  Находятся  ранги  матриц  управляемости  Ц*(х), 

Если 

Ѵі=гап2  Чі, 

Ѵ;=гап2  Ц,— гап^  I Ь-и  />  1, 

то  [17] 

ГСі=тах(А;,  ѵк>і).  (3.1) 


Ограничимся  случаем,  когда  ранги  матриц  II*  (х)  в  области  постоянны. 

С)  Матрицы  II*  должны  обладать  свойством  инволютивности.  Но  опре¬ 
делению  считаем,  что  матрица  \Ѵ(х)  =||\Ѵ1(х) ,  .  . .  ,  \Ѵ8(х)||,  где  \Ѵг(х)  — 
столбец  длины  дг,  является  инволютивной  в  области  й,  если  добавление 
к  ней  столбцов,  вычисленных  по  формуле 


\Ѵ8+і+і-2(х) 


д\Ѵ<  (х) 
дх 


\ѴДх) 


д\У3(х) 

дх 


АѴ,(х), 


7=2, .  . . ,  5,  і=1,  .  .  .  ,  /— 1. 


не  приводит  в  области  О  к  увеличению  ранга. 

Вычисления,  указанные  в  п.п.  А)— С)  реализуются  на  ПЭВМ  с  по¬ 
мощью  системы  аналитических  вычислений.  В  то  же  время  найти  вид  си¬ 
стемы  канонического  вида  достаточно  сложно,  так  как  это  связано  с  на¬ 
хождением  решений  систем  уравнений  в  частных  производных  (2.8)  и  вы¬ 
числением  по  формулам  (2.9)  — (2.11),  а  в  аналитической  форме  решения 
системы  (2.8)  удается  найти  крайне  редко.  Применение  известных  чис¬ 
ленных  методов  для  нахождения  срг(х)  также  не  приведет  к  успеху  из-за 
достаточно  больших  значений  гс,  необходимости  вычислений  по  формулам 
(2.9)  — (2.11)  и  других  причин.  Поэтому  возникает  задача  разработки  со¬ 
ответствующих  численных  методов. 

4.  Численное  построение  системы  канонического  вида.  Оказывается, 
что  можно  предложить  достаточно  простой  алгоритм,  позволяющий  для 
произвольной  точки  из  области  Й  вычислить  значения  ее  канонических 
координат  и  найти  значения  функций  /г  и  #г-3. 

Основу  этого  алгоритма  составляет  вычисление  значений  функции  фг 
в  точке  х°^0.  Действительно  [11],  имея  возможность  вычислять  значе¬ 
ния  этих  функций,  можно  вычислить  как  значения  канонических  коорди- 
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нат  для  произвольной  точки,  так  и  значения  в  этой  точке  функций  Д  и 
Для  вычисления  значения  уіг)  в  точке  х°  достаточно  использовать  (2.9), 
т.  е.  то,  что  Уі{т)  является  значением  в  точке  х°  г- й  производной  функции 
фДх)  в  силу  системы  дифференциальных  уравнений  (2.6).  Поэтому, 
выбрав  шаг  Ат,  можно  проинтегрировать  систему  (2.6)  с  начальным  усло¬ 
вием  х(0)=х°  и  на  этой  траектории  х(т)  отметить  г+1  точку,  например 
х(&*Дт),  Аг=0,  -  -  - ,  г.  Вычислив  значения  функции  фДх(т))  в  этих  отме¬ 
ченных  точках  и  найдя  по  ним  разностную  аппроксимацию  г-й  производ¬ 
ной  функции  фДх(т))  в  точке  х°=х(0),  получим  приближенное  значение 
для  Уіг\  Этой  же  процедурой  можно  найти  значения  функции  Д  (доста¬ 
точно  считать,  что  ]=п)  и  функции  #г>  Для  последних,  согласно  (2.11), 
нужно  найти  значение  первой  производной  функции  фДх)  в  силу  систе¬ 
мы  (2.7). 

Для  вычисления  значений  функции  фДх)  воспользуемся  методом,  из¬ 
ложенным  в  [11] .  Пусть  среди  чисел  піу .  .  . ,  пт  есть  лршіь  г  попарно  раз¬ 
личных  &!>  .  .  .  >/сг,  причем  кі  встречается  среди  пи  .  . .  ,  Пт  ^  раз.  Тогда 
из  системы 

^гайф(х)  -ІІк  _і(х)=0  (4.1) 

надо  найти  алгебраически  независимых  решений  ф=ф(х). 

Из  выполнения  условий  существования  канонического  вида  (1.4)  сле¬ 
дует,  что  при  /=1 

гап^  Илі—і  (х)  —ті  51# 

Пусть  базисный  минор  находится  в  этой  матрице  в  первых  п—8 1  строках  и 
является  общим  для  всех  х^О.  Тогда  систему  (4.1)  можно  привести  к  виду 


дф(х)  ! 
дхк 


/с  =  1,  .  .  .  ,  п—8и 


(4.2) 


где  Ькі(х)^С°°  (Й).  Выберем  любую  точку  и  проведем  через  точку  С 

плоскость  размерности  параллельно  координатным  осям  хп~81+і, . .  . 
. .  . ,  хп.  Эта  плоскость  в  силу  сделанных  предположений  является  неха¬ 
рактеристической  для  системы  (4.2)  и  на  ней  можно  задать  условия  Коши. 
Положим,  например, 

ф(х)  \и=Хп-к+і-  (4.3) 

Задачи  Коши  (4.2),  (4.3)  при  к=  1,  .  .  .  ,  8і  имеют  решения,  которые  обо¬ 
значим  через  фДх),  . . .  ,  ф81(х).  Значения  этих  функций  в  точке  х°^Й  на¬ 
ходим  следующим  образом:  проектируем  х°  на  плоскость  ^=0,  і— 
=п— 5і+1,  .  . .  ,  п ;  обозначаем  проекцию  через  О,  а  проекцию  точки  С  на 
эту  же  плоскость  —  через  С.  Проведем  через  точку  х°  и  плоскость  плос¬ 
кость  Р і  размерностью  5 4+1.  Эта  плоскость  пересекается  с  поверхностью 

фі(х)=фі(х°),-  •  • ,  ф..(х)=ф..(х°)  (4.4) 

по  кривой  у.  Это  следует  из  того,  что  поверхность  (4.4)  п— $гмерна  и  ка¬ 
сательная  плоскость  к  ней  в  ее  точке  х  порождается  закрепленными  век¬ 
торами 

г*(х)  =  (0, . . .  ,  1,  .  .  .  ,  0,  Ьк,п-.і+і(х),.  . . ,  6*„(х)),  к=1, . . . ,  п-8і. 


Часть  этой  кривой,  заключенная  между  точкой  х°  и  плоскостью  Ьу,  проек¬ 
тируется  в  отрезок  ИС.  Введем  для  точек  плоскости  Р{  систему  координат 
(т,  хп-81+и  . .  .  ,  хп)  с  началом  в  точке  ГК  Одна  из  осей  —  обозначим  ее  че¬ 
рез  Бх  —  задается  единичным  вектором  е  в  направлении  вектора  ДС,  а  ос¬ 
тальные  —  параллельны  соответствующим  осям  хп-81+и  .  . . ,  хп.  Пусть  е= 
=  (ві,  е2, .  . .  ,  еп-ві,  0, .  .  . ,  0).  Тогда  в  каждой  точке  кривой  у  существует 
вектор  8,  который:  1)  лежит  в  плоскости,  касательной  к  поверхности  уров- 
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ня  каждой  из  функций  <р4, . . . ,  ф51  и  проходящей  через  эту  точку;  2)  про¬ 
ектируется  в  вектор  е.  Именно, 

8(х)=8і Гі(х)+  . . .  +еп-5Гп-5(х).  (4.5) 

Этот  вектор  касается  кривой*  у.  Во  введенных  на  плоскости  Рл  координа¬ 
тах  векторное  поле  (4.5)  запишется  в  виде 

п  —  «1 

(1,о»_„+і(х),...,а«(х)),  а, (х)=  ^еЛг(х). 


Следовательно,  в  плоскости  Рх  кривая  у  является  графиком  решения  за 
дачи  Коши 

и  — я, 


Лхх 

(ІТ 


=  0,(х) 


=  ^  е<ь*і( 


х), 


(4.6) 


х,\х=а=Хі\ 


где  І=п—8І  + 1, . .  . ,  ті,  а  при  /= 1,  . .  . ,  п—зх 

Х}=Х°+8з іТ. 


При  этом  для  т=7т=|ОС|,  где  |ДС|  —  расстояние  между  точками  и  С, 
Хі(Т)  —  значение  решения  задачи  (4.6)  —  будет  равно  значению  1-й  коор¬ 
динаты  точки  пересечения  кривой  у  и  плоскости  Ь{.  Следовательно, 

ф*  (х°)  —Хп-і+і  (Т7) ,  1=  1, 

Аналогично  находятся  значения  остальных  функций.  Следует  только 
так  поставить  задачи  Коши  для  систем  вида  (4.1).  чтобы  функции  (2.3) 
были  алгебраически  независимыми  в  точках  из  й.  Добиться  этого  можно 
с  помощью  дополнительного  исследования  систем  вида  (4.1).  Убедиться 
же  в  правильности  —  с  помощью  проверки  условия  (2.12)  [7—9]. 

5.  Декомпозиция.  Если  в  (1.5)  правые  части  обозначить  через  новые 
управления  гл,  то  вместо  (1.5)  получим 

Уіп‘)  =  ѵі,  і  = 


Следовательно,  с  помощью  записи  АУДС  (1.1)  в  канонических  перемен¬ 
ных  и  введения  через  обратную  связь  новых  управлений  исходная 
АУДС  декомпозируется  на  пг  независимых  подсистем.  Нахождение  функ¬ 
ций  фДх),...,  фш(х)  с  этой  точки  зрения  можно  интерпретировать  как 
поиск  таких  выходов  системы  (1.1) 

Уі=фг(х),  2=1,  ...,/гг,  (5.1) 

для  которых  переход  к  каноническим  координатам  (с  помощью  (5.1))  и 
введение  новых  управлений  приводит  к  тому,  что  вход  будет  влиять 
только  на  выход  у{. 

Если  выход  АУДС  (1.1)  уже  задан  в  виде  (1.2),  то  в  случае,  когда 
функции  фг(х)=/2*(х),  2=1,...,  пг,  удовлетворяют  условию  теоремы  из 
п.  2,  управление  Ѵі  тоже  будет  влиять  только  на  выход  Уі ,  так  как  в  кано¬ 
нических  переменных  система  (1.1)  — (1.2)  будет  иметь  вид 

Уіп‘)  =  ѵі,  Щ=Ѵі,  і  = 


Для  того  чтобы  это  имело  место  в  окрестности  некоторой  точки,  необ¬ 
ходимо  и  достаточно,  чтобы  в  этой  точке  было  выполнено  условие  (2.12), 
где  фг(х)=/2г(х),  2=1, .  .  . ,  т  [7-9]. 

6.  Нелинейный  экспоненциальный  наблюдатель.  Рассмотрим  систему 

«-«(Б),  ѵ=Ч%),  (б.і) 

где  1^Яп,  I,  ке=С°°(Пп),  у^Н1. 
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Если  существует  отображение  х=Н(^),  позволяющее  привести  систе¬ 
му  (6.1)  к  виду 

х=Ах+8(і/),  у=Сх,  (6.2) 

где 


А  = 


- 1 

о 

н*» 

О 

_ 1 

.  о 

•  о 

•  ^ 

0 

. 1 

і - 

О 

- 1 

о 

С  =  ||  1,  0, ...» О  | 


—  матрицы  соответствующей  размерности,  8  (у)  —  нелинейная  функция  от 
выхода  у ,  то  можно  построить  [16]  для  системы  (6.1)  наблюдатель,  кото¬ 
рый  имеет  вид 

і=Ах— О  ( г/ — Сг)+8(г/),  х(і0)=х0-  (6.3) 

При  этом  ошибка  е=х— ъ  удовлетворяет  уравнению 


е=  (А+ОС)е. 


Если  матрица  О  выбирается  так,  чтобы  спектр  матрицы  А+СС  находился 
в  левой  полуплоскости,  то 

І*(0-*(0ІЧни(*)  )-*(*)! -“О 


при  і-+°о  и  тогда  %=Н_1(г(^))  будет  оценкой  состояния  системы  (6.1). 

В  работе  [16]  приводятся  условия  существования  такого  отображения 
Н(|).  Для  того  чтобы  систему  (6.1)  можно  было  преобразовать  к  виду 
(6.2),  необходимо  и  достаточно,  чтобы  существовало  векторное  поле  ^за¬ 
даваемое  системой  соотношений 


ьеьПН  !))={ 

и  удовлетворяющее  условиям 

[#,  ай/#]=0, 


к= 0, . . . ,  п— 2, 
к=п— 1, 

(6.4) 

=1,  3,...,  2ге— 3. 

(6.5) 

Здесь  і  —  векторное  поле, 


ш 


которое  соответствует  системе  дифференциальных  уравнений  (6.1). 

Алгоритм  построения  нелинейного  наблюдателя  (6.3)  имеет  следую¬ 
щий  вид. 

А)  Составим  матрицу  наблюдаемости  для  системы  (6.1),  полагая 


^гай  (к) 

у  ф  _  §га(1  (Ьі  (Н)) 

дгасі  (к)) 

и  проверим  выполнение  условия  гаіщ  V  (|)  =п. 
В)  Вычислим  компоненты  векторного  поля 


(6.6) 


г  =  Л*«(&)  ~ 8(6)  ЧІ**  (!),•••.*«  (6)  ІГ 
тГГ  дЬ 
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из  системы  линейных  алгебраических  уравнений 

ѵ ш (НЮ,..., о,  і||г, 


которая  эквивалентна  соотношениям  (6.4)  и  имеет  единственное  решение 
благодаря  выполнению  условия  гап§  V (%)  =п. 

С)  Проверяем  выполнение  условий  (6.5),  используя  формулы  для  вы¬ 
числения  коммутаторов  двух  Векторных  полей  в  координатах.  Если  все 
условия  выполнены,  то  отображение  х=Н(|)  существует.  Это  отображе¬ 
ние  приводит  систему  (6.1)  к  виду  (6.2). 

Б)  Определяем  матрицы  Якоби  прямого  и  обратного  отображений.  Для 
этого  воспользуемся  тем,  что  замена  координат  вводится  соотношения¬ 
ми  [16] 

~ —  =  (— 1  )каА,к§,  к=0,...,п-1. 

дхп-к 


Эти  соотношения  связаны  с  отображением  Н(^)=х  системой  уравнений 
вида 


ея 

где  —  матрица 


І=НІ)+ё(1)'«,а 


Якоби,  ІІ(|)  —  матрица  управляемости 


()  (_  1  )п-1 

—  1  ' 


системы 


1 


дЯ 

Тогда  —  =  Е-Ѵ~'(Ъ),  а 


Е)  По  заданному  значению  х  определяем  ^  как  решение  системы  нели¬ 
нейных  уравнений  Н(^)=х.  Заметим,  что  само  отображение  Н  неизвестно 
и  задана  только  его  матрица  Якоби.  Поэтому  для  решения  этой  системы 
уравнений  целесообразно  воспользоваться  итерационным  методом  Нью¬ 
тона: 

Г+1=^-(^)~‘  -(Х-Н (!*)),  (6.7) 

где  —  соответствующие  приближения  решения  В  качестве  на¬ 

чального  приближения  возьмем  |°=0  и  положим  Н(|°)=0.  Тогда  для  по¬ 
лучения  Н(|Л)  можно  воспользоваться  выражением 

Н(^)  =  Н(?*-і)  +  5  ЕІГ1  (&)<$,  (6.8) 

где  в  правой  части  стоит  криволинейный  интеграл,  не  зависящий  от  пути 
интегрирования. 

Е)  По  заданному  выходу  у  определим  нелинейную  добавку  8  (у).  Для 
этого  найдем  решение  системы  нелинейных  уравнений 

НШ  =  (*/,0,...,0).  (6.9) 

При  решении  этой  системы  также  используем  метод  Ньютона  при  тех  же 
!°=0  и  Н(|°)=0.  Пусть  решение  есть  Дифференцируя  соотношение  х= 
=Н(§)  в  силу  системы  (6.1)  и  учитывая  структуру  матрицы  А,  получим, 
что 


8(у)=ЕІІ-*(ГЖГ). 


(6.10) 
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При  работе  наблюдателя  необходимо  выполнять  вычисления  п.  Е, 
п.  Р  при  поступлении  новых  измерений,  причем  в  качестве  начальных  при¬ 
ближений  для  решения  систем  (6.8)  и  (6.9)  на  всех  шагах  интегрирова¬ 
ния  уравнения  наблюдателя  (6.2),  кроме  первого,  следует  брать  значе¬ 
ния  с  предыдущего  шага.  Характерно,  что  вычисления  п.  А  —  п.  Б  могут 
быть  выполнены  заранее. 

7.  Общая  функциональная  схема  синтеза  управления  нелинейной  ди¬ 
намической  системой.  Конструктивные  результаты,  полученные  в  рамках 
развития  дифференциально-геометрического  подхода,  позволяют  по¬ 
строить  общую  функциональную  схему  синтеза  управления  нелинейной 
динамической  системой  (см.  рисунок). 

Схема  состоит  из  шести  функциональных  блоков.  В  блоке  I  решается 
задача  канонических  преобразований.  Исходной  информацией  для  этого 
блока  является  собственно  адекватная  модель  динамической  системы  и 
текущая  оценка  вектора  состояния  системы.  Алгоритм  решения  этой  за¬ 
дачи  представлен  в  разделах  1—4. 

В  блоке  2  решается  задача  декомпозиции  исходной  нелинейной  дина¬ 
мической  системы  на  т  наблюдаемых  подсистем  канонического  вида,  ли¬ 
нейных  по  измерениям.  Исходной  информацией  для  блока  2  является  мо¬ 
дель  динамической  системы,  текущая  оценка  вектора  ее  состояния  и  век¬ 
тора  измерений. 

В  блоке  3  решается  задача  фильтрации  измерений  для  подсистем  на 
основе  построения  оптимальных  фильтров  по  критерию  апостериорной  ве¬ 
роятности  [18,  19].  Исходной  информацией  для  решения  процедур 
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фильтрации  является:  текущее  управление,  динамические  подсистемы 
(выход  блока  2),  текущие  измерения,  текущие  восстановленные  неизме- 
ряемые  составляющие  векторов  декомпозированных  подсистем. 

В  блоке  4  решается  задача  восстановления  оставшейся  части  состав¬ 
ляющих  векторов  подсистем.  Эта  задача  может  быть  решена  двумя  спосо¬ 
бами.  Первый  способ  связан  с  решением  двухточечной  краевой  задачи, 
где  в  качестве  известной  части  подвектора  на  концах  временного  интерва¬ 
ла  выступают  текущие  оценки  составляющих  векторов  подсистем,  входя¬ 
щих  в  блок  3.  Алгоритм  решения  этой  задачи  представлен  в  [18].  Второй 
способ  решения  задачи  восстановления  связан  с  построением  нелинейного 
экспоненциального  наблюдателя.  Здесь  в  качестве  идеальных  наблюдений 
выступают  оценки  составляющих  подвекторов  с  выхода  блока  3.  Про¬ 
цедура  синтеза  нелинейного  экспоненциального  наблюдателя  приводится 
в  разделе.  6. 

В  блоке  5  вычисляется  оценка  вектора  состояния  исходной  нелиней¬ 
ной  динамической  системы  на  основе  использования  оценок  векторов  под¬ 
систем. 

В  блоке  6  решается  задача  синтеза  управления  исходным  объектом 
с  использованием  текущей  оценки  вектора  состояния,  получаемого  с  вы¬ 
хода  блока  5,  а  также  результатов  канонического  преобразования  исход¬ 
ной  системы  (блок  1). 

Заключение.  Представленный  конструктивный  подход  к  исследованию 
нелинейных  динамических  систем  с  управлением  позволяет  на  основе  чис¬ 
ленно-аналитических  процедур  преобразовывать  исходную  систему  к  не¬ 
которой  системе  канонического  вида,  изучение  свойств  которой  с  целью  ре¬ 
шения  поставленной  исходной  задачи  не  вызывает  теоретических  и  прак¬ 
тических  затруднений.  Разработанный  численный  метод  исследования  не¬ 
линейных  динамических  систем  управления  позволяет  решать  как  задачу 
анализа  структурных  свойств  (управляемость,  наблюдаемость)  исходной 
системы,  так  и  задачу  синтеза  алгоритмов  управления  системой  [1—4,  18]. 
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СИСТЕМ 


Метод  Рауса,  широко  известный  как  метод  анализа  устойчивости  линейных  си¬ 
стем  или  в  более  общем  смысле  как  метод  определения  числа  правых  корней  мно¬ 
гочлена,  примерно  с  начала  60-х  годов  находит  все  более  широкие  применения  и  при 
решении  других  задач  теории  систем.  В  статье  рассмотрен  ряд  задач  теории  систем  - 
анализа  состава  корней  характеристического  многочлена,  определения  запасов  устой¬ 
чивости  и  частотных  показателей  качества,  анализа  условий  гармонического  баланса, 
.абсолютной  устойчивости,  условий  положительности  рациональных  функций,  отде¬ 
ления  точек  границы  Д-разбиения  и  др.  На  этих  примерах  показано  значение  для 
теории  систем  некоторых  характерных  задач  алгебры  многочленов.  Предлагается 
обобщение  проблемы  Рауса  как  совокупности  трех  таких  задач:  об  индексе  Коши 
рациональной  функции  и  взаимных  свойствах  соответствующей  пары  многочленов, 
о  составе  корней  многочлена  в  их  распределении  относительно  вещественной  оси  и 
о  составе  корней  многочлена  в  их  распределении  относительно  мнимой  оси  комп¬ 
лексной  плоскости  корней.  Полное  решение  этой  проблемы  на  основе  обобщений 
алгоритма  и  метода  Рауса  существенно  расширяет  применения  последнего  в  тео¬ 
рии  систем  и  позволяет  определить  новые  подходы  к  построению  эффективных 
средств  исследования  широкого  круга  ее  задач. 

Введение.  Среди  классических,  фундаментальных  методов  исследова¬ 
ния  систем,  вошедших  в  науку  еще  в  прошлом  веке,  видное  место  принад¬ 
лежит  методу  Рауса  [1,  2].  Метод  Рауса  широко  известен  как  средство 
анализа  задач  устойчивости.  Теорема  Рауса  о  числе  правых  корней  много¬ 
члена  применяется  при  анализе  качества  систем  [3].  Известны  также  при¬ 
менения  алгоритма  Рауса  для  анализа  состава  вещественных  корней  мно¬ 
гочлена  [4—6,  19]  (см.  также  [3]).  Наиболее  полное  решение  подобной 
задачи  предложено  в  [5,  6]  в  связи  с  вопросом  о  критериях  положитель¬ 
ности  многочлена,  возникающем  при  исследованиях  различных  свойств 
систем.  Этот  шаг  в  развитии  метода  Рауса  имеет  существенное  значение 
для  теории  систем.  Расширение  применений,  а  также  использование  мето¬ 
да  Рауса  как  эффективного  инструмента  машинного  анализа  в  САПР  со¬ 
провождаются  известной  интенсификацией  его  исследований,  а  также  раз¬ 
работками  соответствующих  алгоритмических  и  программных  средств 
[7—11]  и  др.  Поскольку  возможности  метода  Рауса  далеко  не  исчерпаны, 
этот  опыт  побуждает  к  поиску  дальнейших  его  обобщений  и  применений. 
Здесь  нам  представляются  важными  три  стороны  вопроса.  Во-первых, 
дальнейшие  обобщения  самого  содержания  проблемы  Рауса  должны,  есте¬ 
ственно,  охватывать  все  более  широкий  круг  алгебраических  задач  теории 
систем.  Во-вторых,  желательно  сохранение  простоты  алгоритмических 
средств  решения  проблемы,  характерной  для  метода  Рауса.  И,  в-третьих, 
необходимо  их  дальнейшее  развитие  и  совершенствование,  в  частности, 
с  целью  преодоления  явления  вырождаемости  алгоритма  Рауса  (см.  так 
называемые  критические  случаи  [12]),  а  также  обеспечения  существенно 
расширенного  состава  решаемых  задач.  Данная  работа  выполнена  в  рам¬ 
ках  этих  представлений.  В  ее  первой  части  рассмотрен  ряд  известных  ме¬ 
тодов  теории  систем.  Их  основное  содержание  редуцировано  в  адекватные 
конструкции,  ведущие  к  некоторым  характерным  алгебраическим  зада- 
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чам.  В  результате  предлагаемая  совокупность  задач  алгебры  многочленов 
формулируется  как  общая  проблема  Рауса,  поскольку  в  ее  содержании 
главной  остается  задача  о  составе  корней  многочлена.  Как  нам  представ¬ 
ляется,  предложенное  наполнение  проблемы  отражает  потребности  мето¬ 
дов  теории  систем  в  алгебраических  средствах  исследования  не  только  рас¬ 
смотренных,  но  н  многих  других  ее  задач.  В  то  же  время  содержание  проб¬ 
лемы  остается  достаточно  однородным,  и  на  все  вопросы,  которые  в  ней 
ставятся,  возможно  дать  ответ  на  некоторой  единой  основе  и  в  единой 
форме.  Это  будет  показано  во  второй  части  работы,  посвященной  полному 
решению  общей  проблемы  Рауса. 

1.  Обобщенная  задача  о  правых  корнях.  В  связи  с  проблемой  устойчи¬ 
вости  заданного  движения  системы  Раус  предложил  метод  [1,  2],  позво¬ 
ляющий  для  многочлена  с  вещественными  коэффициентами 

д($)  =а0$гЧ-а1$п"1+  .  .  .  4 -ап-1$+ап  (1.1) 

сделать  заключение  о  его  устойчивости.  Многочлен  (1)  называют  устой¬ 
чивым  [13],  когда  все  его  корни  расположены  в  левой  полуплоскости. 
В  рамках  этой  задачи  его  метод  вряд  ли  нуждается  в  каких-либо  дополне¬ 
ниях,  поскольку  алгоритм  Рауса  позволяет  сделать  заключение  об  устой¬ 
чивости  или  неустойчивости  многочлена  (1.1)  во  всех  случаях  и  даже  при 
остановке  алгоритма  [13].  В  несколько  более  общей  задаче,  а  именно  за¬ 
даче  о  числе  правых  корней  многочлена  (1.1),  рассмотренной  Раусом,  его 
метод  уже  нуждается  в  усовершенствованиях,  хотя  бы  потому,  что  в  так 
называемых  критических  случаях  [12]  (появление  подряд  идущих  нулей 
в  очередной  вспомогательной  строке  таблицы  Рауса  и  как  следствие  —  ос¬ 
тановка  алгоритма)  алгоритм  решения  задачи  вырождается.  Это  означает, 
что  он  не  может  быть  завершен  без  введения  каких-либо  дополнительных 
правил  (предложенные  Раусом  способы  коррекции  алгоритма  не  исчер¬ 
пывают  проблемы  [12],  и  ее  изучение  продолжается  в  современных  ис¬ 
следованиях  [7—10]  идр.). 

Кроме  того,  предложенный  Раусом  метод  определения  числа  правых 
корней  многочлена  (1.1)  не  дает  ответа  на  вопрос  о  составе  корней:  сколь¬ 
ко  корней  комплексных,  вещественных,  чисто  мнимых,  сколько  в  каждой 
категории  корней  простых,  кратных,  различных.  Может  показаться,  что 
это  не  имеет  значения  в  задаче  о  правых  корнях,  когда  система  не  устой¬ 
чива.  Действительно,  при  анализе  качества  важнее  выявить  состав  левых 
(при  отсутствии  правых,  как  это  требуется  по  условию  устойчивости)  кор¬ 
ней.  Однако  для  этого  может  быть  использована  соответствующая  замена 
переменных.  Более  того,  метод  решения  задачи  о  составе  правых  корней, 
примененный  к  многочлену  д($— /),  становится  средством  решения  более 
общей  задачи  о  составе  корней  многочлена  (1.1),  принадлежащих  задан¬ 
ной  полосе  Г^Ке$<Г'.  Появляется  возможность  углубления  исследова¬ 
ний  качества  системы,  например  на  основе  выделения  доминирующих 
корней  и  соответствующих  асимптотических  оценок  процесса.  Более  слож¬ 
ные  замены  переменных  (отображения  областей  на  полуплоскость)  позво¬ 
ляют  на  этой  основе  решать  задачи  локализации  корней  многочлена  и 
в  соответственно  более  сложных  областях  плоскости  корней.  Таким  обра¬ 
зом,  обобщенная  задача  о  правых  корнях  многочлена  —  как  задача  о  соста¬ 
ве  этих  корней,  которая  может  быть,  конечно,  дополнена  и  задачей  о  ле¬ 
вых  корнях,  представляется  весьма  значимой  для  теории  линейных  си¬ 
стем  —  как  основа  для  достаточно  сложных  и  важных  исследований  их  ка¬ 
чества.  Уже  методы  решения  простейших  задач  о  составе  (или  распреде¬ 
лении)  корней  дают  существенные  практические  результаты,  как,  напри¬ 
мер,  в  исследованиях  степени  устойчивости,  относительной  устойчивости 
и  апериодичности  систем  [3,  14  15]. 

Вместе  с  тем  значение  и  различные  применения  обобщенной  задачи 
о  правых  корнях  вещественного  многочлена,  конечно,  выходят  далеко  за 
рамки  задачи  анализа  переходных  процессов  в  линейных  системах  и  оп- 
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ределяются  всем  спектром  алгебраических  задач  теории  систем  (см.,  на¬ 
пример,  [3]),  связанных  прежде  всего  с  теорией  и  применениями  матриц, 
квадратических  форм,  многочленов  и  рациональных  функций.  Эта  задача 
расширяет  содержание  проблемы  Рауса  в  очевидном  направлении. 

Теперь  обратимся  к  другому  направлению  возможных  ее  обобщений. 
Оно  связано  с  теорией  рациональных  функций  вида 

Ф  =Н(з)І<?(8),  (1.2) 

где  #($),  (?($)  —  многочлены  с  вещественными  коэффициентами  и  зада¬ 
чами  распределения  вещественных  корней  многочлена.  В  связи  с  этим  бу¬ 
дем  систематически  использовать  индекс  Коши  функций  [12,  13].  Введем 
для  удобства  необходимое  определение.  Пусть  рассматриваются  значения 
функции  (1.2)  на  вещественной  оси  Ф(х),  х^Я\  и  в  некотором  открытом 
интервале  (а,  Ъ)  выделены  ее  вещественные  полюсы  хи  х2,  . .  .  ,  Хц,  в  кото¬ 
рых  она  меняет  знак,  т.  е.  полюсы  нечетной  кратности. 

Определение.  Пусть  е>0  и  сколь  угодно  мало.  Целое  число 

N 

ІаьН(х)/(2(х)  =  ^  эі^п  И(хг+е)/()(хі+е),  (1.3) 

7  =  1 

будем  называть  индексом  функции  (1.2)  относительно  интервала  (а,  6). 

Подчеркнем,  что  индекс  функции  не  «чувствителен»  к  полюсам  четной 
кратности,  а  также  к  устранимым  полюсам,  определяемым  общими  корня¬ 
ми  многочленов  #($),  (?($)  одинаковой  кратности.  Индекс  Коши  эффек¬ 
тивно  используется  в  решении  проблемы  Рауса  [12,  13,  23],  а  также  и 
других  задач,  связанных  с  анализом  многочленов  и  рациональных  функ¬ 
ций.  Так  же  и  в  нашей  работе  задача  об  индексе  рациональной  функции 
будет  занимать  ведущее  место,  а  ее  решение  определять  возможности  ре¬ 
шения  многих  других  задач. 

Рассмотрим  индексы  относительно  отрицательной  полуоси  (  — °°,  0), 
а  также  относительно  этой  полуоси  числа:  р(<?)  —  всех  различных  отрица¬ 
тельных  корней  многочлена  ()(х);  р і(())  —  всех  различных  і-кратных  от¬ 
рицательных  его  корней;  р((^/Н+),  р  (0/Н~)  —  всех  различных  отрицатель¬ 
ных  его  корней,  доставляющих  соответственно  положительные,  отрица¬ 
тельные  значения  многочлену  Н  (х) ;  р((?,  Н )  —  всех  различных  общих  от¬ 
рицательных  корней  многочленов  ()(х ),  Н  (х) .  Все  эти  числа  прямым  об¬ 
разом  связаны  с  индексом  той  или  иной  рациональной  функции,  образуе¬ 
мой  с  помощью  многочленов  ( ~)(х ),  Н(х)  (см.  [12,  13],  а  также  вторую 
часть  работы) . 

Теперь,  чтобы  определить  содержание  второго  направления  обобщений 
проблемы  Рауса,  рассмотрим  некоторые  известные  методы  теории  систем. 

2.  Оценка  запасов  устойчивости  системы  с  единичной  отрицательной 
обратной  связью.  Пусть  передаточная  функция  прямой  цепи  системы 
(рис.  1)  задана  в  виде  іѵ(з)  =р  ($)/д($) ,  где  ^(°°)=0,  д($)=$г^($),  р(0)І 
/§*(0)=/с>0,  §($)  —  устойчивый  многочлен  (система  устойчива  в  разомкну¬ 
том  состоянии),  и  либо  г=0  (система  статического  типа),  либо  г=1  (си¬ 
стема  астатического  типа).  Для  того  чтобы  рассматриваемая  замкнутая 
система  была  устойчивой,  необходимо  и  достаточно,  чтобы  частотный  годо¬ 
граф  г/7  ( у  со ) ,  0<со<°°  не  охватывал  точку  (  —  1,  0/)  [16].  При  этом  систе¬ 
ма  имеет  запас  устойчивости  по  амплитуде  не  менее  т>  1  и  по  фазе  не  ме¬ 
нее  (ы,  если  у  ее  частотного  годографа  нет  общих  точек  с  вещественной 
осью  слева  от  точки  —  1/т  и  с  единичной  окружностью  в  центральном 
угле  ц  (рис.  2). 

Найдем  необходимые  и  достаточные  условия  того,  что  запасы  устойчи¬ 
вости  не  меньше  заданных.  Полагая  ^=1  /т,  имеем 

Ке  »(/(й)+р=1/2[м;(/(І))+м;(-/(о)]+^=Л  (ж)/|д(/со)  |2,  (2.1) 
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Рис.  1.  Система  с  единичной  отрица¬ 
тельной  обратной  связью 


Рис.  2.  Запасы  устойчивости  си¬ 
стемы 


1 

Іти>(/ш)  =  — - ■  [и>(/о))—  іѵ(—  ]ы)]=-В(х)/(о\д(]ш)  |\  (2.2) 

ч 

где  X—  О)2.  При  ()($)=/?($)+/?,  д(з)  принято,  ЧТО 

П(52)=1/2[^(5)(?(-5)+д(-5)(?(5)]=хІет[г/(-.5)(>(5)],  (2.3) 

В(82)=Чг[*Р(8)д(-8)-8р(-8)д(8)]  =ЧѲТ  [-8р  (-*)  д  (з)  ] ,  (2.4) 

где  символ  «чет»  означает  часть  многочлена  с  четными  степенями. 

С  помощью  соотношений  (2.1),  (2.2)  нетрудно  обнаружить,  что  годо¬ 
граф  системы  не  имеет  общих  точек  с  вещественной  осью  слева  от  точки 
—  1  !т  тогда  и  только  тогда,  когда  для  всякого  отрицательного  корня  § 
многочлена  В(х)  имеет  место  неравенство  И(§)> 0  (тогда  Іши?{/й)=0, 
02=— 5,  а  Ке  [}=— і/т) .  Это  значит,  что  условие 

р(В/А-)=0  (2.5) 

необходимо  и  достаточно  для  того,  чтобы  запас  устойчивости  по  амплиту¬ 
де  рассматриваемой  системы  был  не  меньше  т. 

Теперь  о  запасе  по  фазе.  Пусть  многочлен  Е(х)  определен  соотноше¬ 
нием  Е(82)=д(8)д(—8)—р(8)р(—8),  а  в  многочлене  А(х),  определяемом 
выражением  (2.3),  положим  р=соз  р.  Система  имеет  запас  не  менее  р 
тогда  и  только  тогда,  когда  всякий  отрицательный  корень  |  многочлена 
Е(х)  доставляет  неотрицательные  значения  многочлену  А(х).  Это  следует 
из  условия,  что  на  частоте  среза  сос,  определяемой  равенством 
іѵ (/сос) и? (  /сос)  =1,  выполняется  неравенство  Ке  ^(/о)с)>со8  р.  Таким  об¬ 
разом,  возникает  условие 

р(Е/А-)=0  (2.6) 

Итак,  для  того  чтобы  замкнутая  система  была  устойчивой  с  запасами 
по  амплитуде  и  фазе  не  менее  т  и  р  соответственно,  необходимо  и  доста¬ 
точно,  чтобы  выполнялись  условия  (2.5)  и  (2.6). 

3.  Условия  выпуклости  частотного  годографа  к;  (/со).  Строго  говоря, 
оценка  запасов  устойчивости  имеет  смысл  лишь  при  уверенности,  что  годо¬ 
граф  не  имеет  какой-либо  сложной  формы,  когда  условия  (2.5)  и  (2.6) 
выполняются,  но  тем  не  менее  годограф  подходит  близко  к  точке  (  — 1,  О/). 
Поэтому  в  этом  и  других  случаях  могут  представлять  интерес  как  средст¬ 
во  дополнительного  анализа  условия  выпуклости  частотного  годографа 
и>(/со),  0<о)<°°.  Будем  рассматривать  годограф  как  параметрически  за¬ 
данную  кривую  гг=а(о))=Ке  н?(/о)),  ѵ=ѵ  (со)  =Іт  м7(/со) .  Угол  О  наклона 
ее  касательной  в  текущей  точке  определяется  соотношением  {}=сІѵ/сІи  = 
*=ѵ((х))/й  (ев) ,  где  точка  означает  дифференцирование  по  со.  Поэтому  усло¬ 
вие  выпуклости  годографа  можно  записать  как  условие  сохранения  знака 
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Рис.  3.  Гарантированные  запасы  устой¬ 
чивости  системы 


^ 

Щз) 

Н.з. 

Рис.  4.  Система  с  ттелинеішой  обратной 
связью 


производной 

'&=  [г;  (со)  й  (со)  —ѵ  (со)  й  (со)  ]/  [гг2  (со)  +ѵ2  (со)  ] . 

Записывая  Ке  гг?  (/со)  и  Іт  гг?  (/ со )  в  виде 

Ке  и>(]ы)=а(х)  /с(х) ,  Іт  г^(/со)=со6(^г)/с(о:),  (3.1) 

где  с($2)=д(*)д(-$),  а($2)=чет[р($)д(-$)],  $26($2)=чет  [-$р(-*)д(.9)  ], 
и  вычисляя  производные,  находим  Ф/соз 2  $=()  (х) /хП2  (х) ,  где  ж=—(0% 

()(х)=2хЕ'(х)0(х)-2хЕ(х)В'(х)-Е(х)0(х), 

Е  ( х )  =хЪ  (х)  с  (х)  +хЪ'  ( х )  с  ( х )  +  Ѵ2Ь  (х)  с  {х) , 

О(х)  =а  (х)с(х)—а(х)с  (х) . 

Таким  образом,  производная  'О'(со)  меняет  знак  вместе  с  многочленом 
( 1(х ),  если  последний  имеет  вещественные  отрицательные  корни  нечетной 
кратности.  Из  этого  следует,  что  условие  выпуклости  частотного  годогра¬ 
фа  можно  записать  в  виде 

Рі(<2)+Рз(<?)+  •  •  .+Р2і+і(@)=0,  (3.2) 

где  число  I  определяет  наивысшую  нечетную  кратность. 

Если  ослабить  требование  к  выпуклости,  допуская,  например,  одно¬ 
кратное  изменение  знака  производной  О  (астатическая  система),  то  пра¬ 
вую  часть  равенства  (3.2)  следует  заменить  на  единицу. 

4.  Запасы  устойчивости  и  показатель  колебательности.  Другой  подход 
к  оценке  запасов  устойчивости  системы,  изображенной  на  рис.  1,  ил¬ 
люстрирует  рис.  3.  Условие 

1 1+ггД/со)  \2>В2,  (Хсо<°°,  (4.1) 

означает  для  устойчивой  системы,  что  частотный  годограф  гг?(/ со),  0<о)< 
<°°,  обходит  круг  радиусом  і?<1  с  центром  в  точке  (  —  1,  0/),  не  охваты¬ 
вая  его,  и  система  имеет  запасы  устойчивости  по  амплитуде  и  фазе  не 
меньше  значений  т0(/?),  р,0(^),  определяемых  величиной  В.  Можно  гово¬ 
рить  поэтому  просто  о  «радиальном»  запасе.  С  помощью  многочлена 
(?  (з2)  =  д*  ($)  д*  (-5)  -В2р  (з)  р  (  з) ,  где  д*  ($)  =д  (в)  +р(з),  неравенство 
(2.9)  можно  записать  в  виде  ()(х)^0,  #<0,  и  поскольку  (?(— °°)>0,  его 
нарушение  возможно  только  вместе  с  изменением  знака  многочлена.  Из 
этого  следует,  что  условие  р((?)=0  означает,  что  радиальный  запас  боль¬ 
ше  і?,  а  условие  вида  (3.2)  —  что  он  не  меньше  этой  величины.  Заметим, 
что  условие  «не  меньше»  можно  записать  и  в  виде 

р2(?)+Р4(<?)+  • .  .+Р «і(<2)=р(<?Ь  М 

где  I  определяет  наивысшую  четную  кратность  корней. 
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Оценка  запаса  устойчивости  по  кругу  радиусом  Я  но  существу  равно¬ 
сильна  оценке  показателя  колебательности 

Мтах==тах  М(со),  /І/(о))  =  | м?(/о>)  |/|1+ш(/со)  | 


устойчивой  замкнутой  системы,  поскольку  условие,  что  показатель  коле¬ 
бательности  не  превосходит  заданной  величины  Л/>  1,  можно  записать 
в  виде  М2— М2((о)  ^0,  или 

М2^*  (/со)  (—  /со)  —  р  (/со) р  (—  /со)  >0,  Я=1/М. 

5.  Условия  гармонического  баланса.  Рассмотрим  систему  с  нелиней¬ 
ным  звеном  в  цепи  обратной  связи,  изображенную  на  рис.  4.  Пусть  урав¬ 
нение  гармонического  баланса,  определяющее  частоту  со  и  амплитуду  а 
автоколебаний,  имеет  вид  [  16] 

к  (а)  іѵ  (/со)  =— 1,  (5.1) 

где  к  (а)  —  заданная  функция  амплитуды  —  коэффициент  гармонической 
линеаризации  (второй  коэффициент  принимаем  равным  нулю).  Опреде¬ 
ляя  вещественную  и  мнимую  части  функции  и; (/со)  выражениями  (3.1), 
условие  гармонического  баланса  (5.1)  можно  записать  в  виде 

к(*)а(\)+с(%)=  0,  Ъ(Ъ)=  0,  5=-со2<0.  (5.2) 

Пусть  интервал  К*=[к{,  к2] ,  к2>к{> 0  принадлежит  области  значений  К 
функции  &(се)>0.  Пусть  условие  гармошіческого  баланса  выполняется 
при  некотором  значении  к(а)^К*.  Тогда  имеет  место  соотношение 

либо  1.  Л1(|)=/с1сг(|)+с(^)=0, 

(5.3) 

либо  2.  А2(Ъ)=к2а(Ъ)+с(1)=  0, 

либо  3.  А і  (I)  >0,  А2  (6)  <0. 


При  этом  соответственно  1.  к(а)=ки  2.  /с(а)=/с2,  3.  кх<к(а)<к2.  Не¬ 
равенства  3.  (5.3)  имеют  место  в  силу  того,  что  с(|)> 0,  а  при  к(а)>0  и 
условии  (5.2)  а(!)<0. 

Если  наоборот,  при  некотором  |<0  &(§)=  0  и  выполняется  одно  из  со¬ 
отношений  (5.3),  то  условие  гармонического  баланса  (5.2)  выполняется 
при  і(а)еР. 

Из  этого  следует,  что  для  выполнения  условия  гармонического  балан¬ 
са  в  интервале  А*  необходимо  и  достаточно,  чтобы  выполнялось  соотноше¬ 
ние 


либо  1.  р(6,  А{)>1, 

либо  2.  р(Ь,  Л2)^1, 
либо  3.  р(Ъ/А~)>{, 


где  А  (х)  =А{  (х)  А2(х)  ,  поскольку  соотношения  (5.4)  равносильны  соот¬ 
ношениям  (5.3).  Если  годограф  имеет  простую  форму  —  пересекает  отри¬ 
цательную  полуось  снизу  1  раз,—  то  необходимо  и  достаточно,  чтобы  вы¬ 
полнялось  соотношение 


либо  1.  р(Ь,  Л4)=1,  либо  2.  р(Ь,А2)>  1, 

либо.  3.  І-^А^х) /Ъ  (х)=  —  1,  І-00°А2(х) /Ь(х)  =+1. 


(5.5) 


Соотношения  3.  (5.5)  следуют  из  соотношений  3.  (5.3)  в  силу  соотноше¬ 
ний  (3.1),  поскольку  6(^+0)  =с($)  Іт  ггД/(со— 0)  )/со.  Достаточным  усло¬ 
вием  указанной  формы  годографа  являются  равенства 

р(Ь)  =1,  І-00°а(х)ІЬ  (х)  =+1. 
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Второе  из  них  опять-таки  следует  из  соотношений  (3.1).  Пусть  условия 
(5.4)  имеют  место.  Тогда  параметры  автоколебаний  определяются  после 
вычисления  корня  |  соотношениями  со2=— к(а)=к=—с(\)1а(\).  Если 
ни  одно  из  указанных  условий  не  выполняется  при  К*=К ,  то  автоколеба¬ 
ния  в  системе  возникают. 

6.  Точки  границы  Д-разбиения.  Пусть  коэффициенты  многочлена  (1.1) 
зависят  линейно  от  вещественного  параметра  р,  так  что  многочлен  можно 
представить  в  виде  д(«)+р#($).  Назовем  точкой  границы  Д-разбиения 
[17]  вещественной  оси  такое  значение  параметра,  при  котором  многочлен 
имеет  чисто  мнимый  корень  /о о,  т.  е.  выполняется  равенство  /?(/о))  + 
+р,#(/о))=0.  Определяя  вещественную  и  мнимую  части  функции  р= 
— — м>(/<о)  =/? (/со) /ёГ (/со)  выражениями  (3.1),  уравнениями  точки  границы 
легко  придать  вид 

рс(!)+а(|)=0,  Ь(%)  =  0,  |=-(о2<0.  (6.1) 

Пусть  рассматривается  интервал  М=[\ли  р2],  ц2>Ці>0  и  пусть  значение 
параметра,  определяемое  соотношениями  (6.1),  принадлежит  интерва¬ 
лу  М.  Тогда  выполняются  соотношения: 

либо  1.  Лі(|)=щс(|)+а(5)=0, 

(6.2) 

либо  2.  Л2(^)=р,2с(^)+а(|)=0, 

либо  3.  Лі(|)<0,  Л2(|)>0. 

При  этом  соответственно:  1.  ц=Ці,  2.  ц=р2,  3.  Ці<р<|і2.  Если,  наоборот, 
при  некотором  |<0,  5(%)=0  и  выполняется  условие  (6.2),  то  это  озна¬ 
чает,  что  условие  (6.1)  выполняется  при  \і^М.  Таким  образом,  условие 
(6.2)  необходимо  и  достаточно  для  того,  чтобы  отрезок  [щ,  ц2]  содержал 
точку  границы.  Введем  многочлен 

А  (х)  =Аі  (х)А2  ( х )  =ЦіЦ2с2  (х)  +  (ці+ц2) а  (х)  с ( х )  +а2  (х) . 

В  соответствии  со  сказанным  можно  утверждать,  что  точка  границы  при¬ 
надлежит  интервалу  М  тогда  и  только  тогда,  когда:  либо  1.  Пі(^)=0, 
либо  2.  -42(!)=0,  либо  3.  И(§)<0,  т.  е.  либо  1.  р(Ь,  Ні)>1,2,  либо  р(Ь, 
А2)  >  1,3,  либо 

р(ЫА~)>1.  (6.3) 

При  анализе  области  устойчивости  многочлена  полученный  результат 
может  быть  полезным  в  следующей  формулировке:  заданный  интервал 
[ці,  ц2]  тогда  и  только  тогда  является  интервалом  устойчивости,  когда  не 
выполняется  ни  одно  из  условий  (6.3),  т.  е.  когда:  1.  р (5,  Ні)=0,  2.  р(6, 

Л  а)  =0,  3.  р(Ь/Л“)=0. 

7.  Условия  абсолютной  устойчивости.  Достаточным  условием  абсолют¬ 
ной  устойчивости  нелинейной  системы,  указанной  на  рис.  4,  является,  как 
известно,  частотное  неравенство  [18] 

Ке  (1+Ѳ/со)  н;(/ю)+1/&п>0,  со>0. 

Пусть  полюсы  передаточной  функции  принадлежат  левой  полуплоскости. 
Если  существует  значение  вещественного  параметра  Ѳ,  для  которого  не¬ 
равенство  выполняется  при  всех  частотах,  то  система  с  нечетно-симмет¬ 
ричной  нелинейной  характеристикой,  принадлежащей  &п-сектору,  абсо¬ 
лютно  устойчива.  Используя  представления  типа  (2.1),  неравенству 
В.  М.  Попова  легко  придать  вид 

п(х)=А(х)+ѲВ  (х)>  0,  #<0,  (7.1) 

где  многочлен  А  (х)  определяется  выражением  (2.3)  при  (5  =  1  /Агп,  а  В(х)  — 
выражением  (2.4).  Так  как  2?(0)=0,  то  я(0)=П(0)  и  условие  положитель¬ 
ности  многочлена  п(х)  (7.1)  можно  записать  в  виде 

Н(0)>0,  р(я)=0. 


(7.2) 
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Условия  типа  (7.2)  и  соответствующие  критерии  могут  быть  предложены 
для  проверки  неравенства  В.  М.  Попова  [5,  19].  Однако  их  непосредствен¬ 
ное  применение  возможно  лишь  в  некоторой  схеме  перебора  параметра. 
Не  имея  здесь  возможности  остановиться  более  подробно  на  анализе  не¬ 
равенства  (7.1),  укажем  одно  простое  и  полезное  дополнение  к  условию 
(7.2).  Если  неравенство  (7.1)  выполняется,  то  оно  выполняется  и  для 
всех  отрицательных  корней  многочленов  В(х),  А(х).  Отсюда  следуют  не¬ 
обходимые  условия  выполнения  неравенства  (7.1) 

р (В,  4)=0,  р(В/А~)=0,  р(А/В-)р(А/В+)=0.  (7.3) 

8.  Положительные  функции.  Важную  роль  в  теории  систем  играют  ус¬ 
ловия  положительности  [3,  20,  21]  рациональных  функций  (1.2) 

Ке  Ф(/ю),  (Хсо<°°,  которая  подтверждается  и  рассмотренными  выше  при¬ 
мерами.  Признаки  положительности  определяются  свойствами  многочле¬ 
на  А  (з2)  =чет  [Н(8)(?(— 5)] ,  поскольку  Ке  Ф  (/со)  =А  (#)/|(?(/а))  |2>  х=—ог 
(см.  формулы  (2.1),  (2.2)  при  (5=0).  Для  положительной  определенности 
(строгой  положительности  Л(д:)>0,  #^0)  необходимо  и  достаточно,  что¬ 
бы  выполнялись  условия  А  ( — °° )  >0  (или  А(0)>0)  и  р(А)=0,  а  для  зна¬ 
коположительности  (неотрицательности  А(х)^ 0,  #<0)  —  условия: 

А(  — °°)>0  (илиА(0)>0)  и  р4(Л)+р3(і4)+  . . .  =0.  (8.1) 

Для  так  называемых  основных  положительных  вещественных  функций 
(ПВФ)  —  функций  Вруне  [3,  20,  21]  —  следует  присоединить  дополнитель¬ 
ные  условия,  связанные  с  другими  элементами  определения  ПВФ.  Не 
вдаваясь  в  детали,  отметим,  что  условия  вещественности  и  положитель¬ 
ности  вычетов  функции  (1.2)  в  ее  простых  чисто  мнимых  полюсах  включа¬ 
ют  в  себя  условие  вида  (3.2),  и  требует  определения  наибольшего  общего 
делителя  (НОД)  вещественной  и  мнимой  части  многочлена. 

Анализ  положительности  может  опираться  непосредственно  на  теоре¬ 
му  Штурма  [23],  однако  большой  интерес  представляют  более  развитые 
методы  [4,  6,  19],  сравнимые  по  эффективности  практических  примене¬ 
ний,  скажем,  с  методом  анализа  устойчивости  систем  Рауса  —  Гурвица. 
Вместе  с  тем  даже  весьма  полное  решение  этой  задачи,  достигнутое  в  [6], 
нуждается  в  обобщении,  так  как  оно  все  же  ограничено  рамками  регуляр¬ 
ного  случая,  не  содержащего  вырождения  алгоритма  Рауса  [12]. 

9.  Структурные  свойства  систем.  Пусть  рассматривается  модель  в  ком¬ 
плексной  области 

А  (8)хі(8)=Ві(8)и(8)+Хоі(8) ,  іе=  1,  п, 

многомерной  системы  со  скалярным  управлением  и(і).  Многочлен  Хоі(8) 
определяется  начальными  значениями  хі0 ,  1,  п ,  фазовых  переменных 
л4($),  Ві(з);  і*=  1,  п  —  заданные  многочлены.  Такие  структурные  свойства 
системы,  как  управляемость,  наблюдаемость,  стабилизируемость  и  другие, 
в  полной  мере  зависят  от  того,  имеются  ли  общие  корни  у  многочленов 
А  ($),  В і  ( ^ ) ,  1,  п ,  и  как  они  расположены  относительно  мнимой  оси. 
В  связи  с  этим  возникает  вопрос  о  средствах  решения  подобной  задачи, 
в  частности  о  построении  НОД  с  последующим  анализом  состава  их  кор¬ 
ней. 

Заключение.  Обобщение  проблемы  Рауса.  Ограничимся  рассмотренны¬ 
ми  примерами  задач  теории  систем.  Мы  не  стремимся  к  самым  общим  их 
решениям.  Цель  состояла  в  том,  чтобы  выявить  типичные  алгебраические 
конструкции,  необходимые  для  формулирования  некоторой  общей  задачи, 
решение  которой  позволяет  получить  решение  как  рассмотренных,  так  и 
многих  других  задач  теории  систем  (приведенных,  например  в  [3],  где 
содержится  обширная  систематизация  алгебраических  методов  теории  си¬ 
стем).  Эта  общая  задача  выступает  как  совокупность  следующих  трех  за¬ 
дач  алгебры  многочленов. 
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1.  Задача  о  взаимных  свойствах  пары  многочленов. 
Для  пары  многочленов  определить  их  НОД,  индексы  заданной  ими  рацио¬ 
нальной  функции  относительно  открытых  интервалов  (— °°,  0),  (0,  +°°), 
а  также  число  всех  различных  вещественных  корней  в  этих  интервалах 
одного  многочлена,  доставляющих  положительные  (отрицательные)  зна¬ 
чения  другому. 

2.  Задача  о  распределении  корней  многочлена  от¬ 
носительно  вещественной  оси.  Для  каждой  категории  корней 
многочлена  —  вещественных  отрицательных,  вещественных  положитель¬ 
ных  и  комплексных  —  определить:  число  всех  (считая  каждый  корень 
столько  раз,  какова  его  кратность),  число  всех  различных  и  число  всех 
различных  заданной  кратности  корней  —  от  первой  до  наивысшей. 

3.  Задача  о  распределении  корней  многочлена  от¬ 
носительно  мнимой  ос  и.  Для  каждой  категории  корней  много¬ 
члена  —  расположенных  в  правой  полуплоскости,  чисто  мнимых  и  кососим¬ 
метричных  —  определить:  число  всех  корней  (считая  каждый  корень 
столько  раз,  какова  его  кратность),  число  всех  различных  и  число  всех 
различных  заданной  кратности  корней  —  от  первой  до  наивысшей.  Эта  за¬ 
дача  может  быть  дополнена  аналогичной  задачей  о  левых  корнях. 

Предлагаемая  совокупность  задач  и  представляется  нами  как  общая 
проблема  Рауса.  Простое  и  естественное  обобщение  алгоритма  Рауса,  как 
будет  показано,  позволяет  получить  полное  решение  этой  проблемы  (час¬ 
тично  представленное  нами  в  [22]  ).  Это  означает,  что  решение  охваты¬ 
вает  как  регулярные,  так  и  критические  случаи  [12],  приводящие  к  вы¬ 
рождению  алгоритма  формирования  строк  таблицы  в  алгоритме  Рауса, 
и  во  всех  случаях  дает  ответы  на  вопросы,  поставленные  в  задачах  1., 
2.,  3. 

В  применении  к  рассмотренным  здесь  задачам  это  означает,  что  усло¬ 
вия  (2.5),  (2.6),  (3.2),  (4.2),  (5.4),  (5.5),  (6.3),  (7.2),  (7.3),  (8.1)  во  всех 
случаях  могут  быть  проверены  с  помощью  алгоритмов  полного  решения 
проблемы  Рауса,  реализующих  тем  самым  метод  Рауса  в  рассмотренном 
круге  задач  теории  систем. 
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СВОЙСТВА  ОБРАТИМЫХ  МОДЕЛЕЙ  ДИНАМИКИ  И  СИНТЕЗ 
ВЫСОКОКАЧЕСТВЕННОГО  РОБАСТНОГО  УПРАВЛЕНИЯ 

Рассматривается  класс  систем  управления,  модели  динамики  которых  обратимы 
на  подпространстве.  С  учетом  особенностей  этого  класса  формируются  понятия  и 
критерии  управляемости,  наблюдаемости,  программируемости,  стабилизируемости  и 
декомпозируемости.  В  аналитическом  виде  синтезируются  оптимальные  програм¬ 
мные  движения  и  стабилизирующие  их  законы  управления.  Приводятся  расчетные 
соотношения  для  выбора  параметров  высококачественных  законов  управления,  обе¬ 
спечивающих  компенсацию  динамических  перекрестных  связей  и  желаемый  харак¬ 
тер  затухания  переходных  процессов.  Получены  оценки  качества  и  робастности  син¬ 
тезированных  законов  управления  при  наличии  параметрических  и  постоянно  дей¬ 
ствующих  возмущений. 

Введение.  В  основе  проектирования  современных  систем  управления 
лежат  фундаментальные  понятия  и  методы  теории  управления.  Однако 
в  отличие  от  теории  линейных  систем,  где  эти  понятия  и  методы  глубоко 
разработаны  [1—4],  в  теории  нелинейных  систем  еще  не  сложилась  еди¬ 
ная  терминология  в  отношении  таких  важнейших  понятий,  как  управляе¬ 
мость,  наблюдаемость,  стабилизируемость,  декомпозируемость,  робаст¬ 
ность  и  т.  и.  Между  тем  методы  и  результаты  теории  управления  сущест¬ 
венно  зависят  от  принятых  определений  и  свойств  моделей  динамики  ис¬ 
следуемых  систем. 

В  статье  рассматривается  класс  нелинейных  систем  управления,  моде¬ 
ли  динамики  которых  обладают  свойством  обратимости  на  подпространст¬ 
ве.  С  учетом  специфических  особенностей  этого  класса  формулируются  по¬ 
нятия  и  критерии  управляемости,  наблюдаемости,  программируемости, 
стабилизируемости  и  декомпозируемости.  Синтезируются  в  аналитическом 
виде  программные  движения  и  стабилизирующие  их  робастные  законы 
управления,  обеспечивающие  желаемый  характер  затухания  переходных 
процессов  и  компенсацию  динамических  перекрестных  связей.  Предлага¬ 
ются  методы  синтеза  и  приводятся  расчетные  соотношения  для  построе¬ 
ния  высококачественных  законов  управления,  робастных  в  заданном  клас¬ 
се  параметрических  и  постоянно  действующих  возмущений.  Излагаемые 
результаты  существенно  дополняют,  обобщают  и  систематизируют  резуль¬ 
таты,  ранее  полученные  в  [5—17]. 

1.  Модели  динамики,  обратимые  на  подпространстве.  Рассмотрим  мо¬ 
дель  динамики  системы  управления,  описываемую  векторным  дифферен¬ 
циальным  уравнением  в  форме  Коши 

х=Р(х,и,1),  х(і0)=х  о,  ге[г0)гт]  (1.1) 

Здесь  х— гс-мерный  вектор  состояния,  и— т-мерный  вектор  управления, 
^-мерный  вектор  параметров,  х  —  производная  х  по  і ,  х0  —  начальное  со¬ 
стояние,  Т=іт—і0  —  конечное  или  бесконечное  время  движения,  Р— и-мер- 
ная  вектор-функция,  удовлетворяющая  условиям  существования  и  един¬ 
ственности  решения  (1.1)  при  фиксированных  х0ч  и  и  %.  Обозначим  через 
( 2%  ограниченное  замкнутое  множество  допустимых  значений  вектора  пара¬ 
метров  |. 
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Будем  говорить,  что  модель  динамики  (1.1)  имеет  постоянную  структу¬ 
ру  на  если  множество 

РР(1)  =  {(х,  Р(х ,  и,  Ъ)):х=П\  и^Я™}  (1.2) 

не  зависит  от  ^  из  т.  е. 

Рр(Ь)=Рр(Ь)  Для  любых  |4,  (1.3) 

В  этом  случае  семейство  управляемых  движений  х=х(10,  і ,  #0,  и,  %)  мо¬ 
дели  (1.1)  не  зависит  от  того,  какое  значение  принимает  вектор  парамет¬ 
ров  |  из  множества  (2$. 

Предположим,  что  модель  динамики  (1.1)  с  постоянной  структурой 
удовлетворяет  следующему  условию:  для  любых  чисел  с0 ,  с^Я1  и  любых 
векторов  х0 ,  х^Яп  и  ии  и2^Ят  существует  вектор  и^Ят  такой,  что 

с0Р(х0,  и0,  1)+с{Р(х,  щ,  1)=Р(с0х0+ 

+СіХи  иі).  (1.4) 

Тогда  модель  динамики  будем  называть  квазилинейной  по  состоянию .. 
Очевидно,  что  в  рассматриваемом  классе  моделей  множество  (1.2)  явля¬ 
ется  подпространством  в  Я2п. 

Будем  говорить,  что  модель  динамики  (1.1)  г  (1.4)  обратима  относи¬ 
тельно  управления  на  подпространстве  (1.2),  если  существует  оператор 

V  :РРХ(2г^Ят  (1.5) 

такой,  что  для  любых  ( х ,  т,)^Рр,  справедливо  тождество 

2  =  Р(Х,  1/(Х,  2, 


Свойством  обратимости  на  подпространстве  обладает  широкий  класс 
моделей  динамики  непрерывных  систем  управления.  Явный  вид  операто¬ 
ра  II  и  подпространства  РР  для  линейных  управляемых  систем  и  некото¬ 
рых  типов  нелинейных  механических  и  электромеханических  систем  полу¬ 
чены  в  [5—11] . 

Обратная  модель  динамики  системы  управления  (1.1)  имеет  вид 

х,\)=и,  (х,  х)^РР,  х(і0)=х0,  іт] .  (1.6) 


Она  эквивалентна  исходной  (прямой)  модели  (1.1)  — (1.5)  в  форме  Коши. 
Однако  обратная  модель  более  удобна  для  синтеза,  оптимизации  и  анали¬ 
за  законов  управления.  Поэтому  в  дальнейшем  существенно  используется 
сформулированное  свойство  обратимости  моделей  динамики  систем  управ¬ 
ления  вида  (1.1) . 

Примером  класса  обратимых  моделей  могут  служить  модели,  описы¬ 
ваемые  системой  дифференциальных  уравнений  в  разрешенной  относи¬ 
тельно  управления  форме 


Р(я,  Ъ)ч{т)+Я(д,  ъ  ■  ■  ■ ,  3Сг-1\  I)  =и, 
д(іо)=д0, д(г_1>  (0=з  ог-1>, 


(1.7) 


Здесь  д  —  ттг-мерный  вектор  управляемых  координат,  д(і)  —  его  /-я  произ¬ 
водная  по  і,  7=1,  2, . . .  ,г,  и— т-мерный  вектор  управления,  Р(-)  и  Я(-)  — 
заданные  матричная  и  векторная  функции  размерности  тХт  и  т  соот¬ 
ветственно,  причем  матрица  Р(д,  ^)  является  положительно  определенной 
при  всех  возможных  д  и  При  2  уравнение  (1.7)  описывает  ди¬ 

намику  голономных  механических  систем  с  т  степенями  свободы,  управ¬ 
ляемых  моментными  двигателями,  при  г >3  —  динамику  электромеханиче¬ 
ских  систем  с  двигателями  постоянного  тока  с  жесткими  или  упругими 
редукторами  [10,  12]. 
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Введем  переменные  состояния 

X  і~~~‘  у,  Х2~~"Х  [,  Яз  Х2,  ■  •  •  5  Хп  *Гп —  1 


(1.8) 


ж  новое  (вспомогательное)  управление 

ѵ=р-і(хи  Хі, .  .  .  ,ЯП,  ^)]  . 


(1.9) 


Тогда  вектор  х  размерности  п=гт  с  компонентами  (1.8)  будем  назы¬ 
вать  каноническим.  Систему  (1.7)  можно  записать  в  эквивалентной  форме 


где 


х=А0х+В0ѵ,  х(и)=Хъ, 


Ап  — 


(Vя 

ип-п 

о™ 


Т  \ 

1  п-гп  I 

0п-т  I 


(1.10) 

(1.11) 


Здесь  0/  —  нулевая  матрица  размерности  г'Х/,  /г  —  единичная  матрица  раз¬ 
мерности  і. 

Модель  динамики  вида  (1.8)  — (1.11)  назовем  канонической  формой 
представления  исходной  системы  (1.7).  Для  этой  системы  обратная  мо¬ 
дель  динамики  имеет  вид  (1.6),  где 

С/=Р(ж„  І)х„+В{х„  х2,  (1.12) 

Рг={(х,  г):  х2=ги  х3=г2, . . . ,  хп=г„-,} .  (1.13) 


В  частном  случае,  когда  Р  не  зависит  от  х,  а  В  линейна  по  хи  х2, . . . ,  хп, 
получаем  модель  линейной  динамической  системы  управления  в  канони¬ 
ческой  форме  (1.8)  —  (1.11).  Очевидно,  что  для  нее  существует  обратная 
модель  вида  (1.6),  (1.12)  и  (1.13)  [5]. 

2.  Управляемость  и  наблюдаемость  обратимых  моделей.  Пусть  задан 
некоторый  желаемый  закон  изменения  во  времени  вектора  состояний  си¬ 
стемы  (1.1).  Обозначим  его  через 

хр=Хр(і),  і>10,  (2.1) 

где  хр(і)  —  непрерывно  дифференцируемая  гс-мерная  вектор-функция. 

Будем  говорить,  что  система  (1.1)  программно  управляема,  если  су¬ 
ществует  закон  управления,  обеспечивающий  движение  х=хр(і ).  В  этом 
случае  будем  называть  (2.1)  программным  движением  (ПД)  системы 
(1.1).  Если  модель  динамики  обратима  на  подпространстве,  то  соответст¬ 
вующий  закон  программного  управления  имеет  вид 

и>р ~ —  В ( Хр ,  Хр,  ^),  і>і0.  (2.2) 

Очевидно,  что  в  силу  единственности  решения  системы  (1.1)  закон 
программного  управления  (2.2)  обеспечивает  движение  х=хр(і)  при  на¬ 
чальном  условии  Хр  (іо)  —Хо. 

Заметим,  что  этим  же  свойством  обладает  и  закон  управления  с  об¬ 
ратной  связью  вида 

и=ІІ(х,  Хр,  |),  (2.3) 


Программная  управляемость  является  весьма  сильным  свойством  си¬ 
стемы  (1.1),  гарантирующим  осуществимость  любого  ПД.  Однако  во  мно¬ 
гих  задачах  управления  требуется  более  слабое  свойство,  аналогичное 
свойству  управляемости  по  Калману  в  теории  линейных  систем  [1,  2]. 

Будем  называть  модель  динамики  (1.1)  глобально  управляемой,  если 
для  любых  двух  состояний  Хо,  х^Вп  существует  закон  управления  такой, 
что  соответствующее  ему  решение  системы  (1.1)  удовлетворяет  граничным 
условиям  вида 

х(і0)=х0,  х{іт)=Хі  (2.4) 

при  некотором  ^т<0°-  Заметим,  что  если  для  линейных  систем  управляе¬ 
мость  сохраняется,  когда  конечный  момент  фиксирован,  то  для  нели- 
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нейных  систем  это,  вообще  говоря,  не  так  [3].  Кроме  того,  задача  управ¬ 
ляемости  допускает  не  единственное  решение.  Это  позволяет  синтезировать 
различные,  в  том  числе  оптимальные  ПД,  удовлетворяющие  граничным 
условиям  (2.4). 

Глобальная  управляемость  нелинейных  систем  (1.1)  тесно  связана  с 
обратимостью  на  подпространстве  их  моделей  динамики.  Поэтому  для  об¬ 
ратимых  моделей  Рр  названо  в  [6—9]  подпространство  управляемости. 

Пусть  требуется  перевести  систему  (1.1)  из  произвольного  начального 
состояния  х0  в  желаемое  конечное  состояние  Хі  за  время  Т=іт—і0.  Обо¬ 
значим  через  хО  и  скорость  изменения  вектора  состояния  х(і)  в  мо¬ 
менты  і0  и  іт  соответственно.  Тогда,  используя  свойство  обратимости,  най¬ 
дем  соответствующие  «граничные»  управления 

и0=С7(а:о,  х0,  I),  щ=-11  (хи  і,,  |).  (2.5) 

Искомый  закон  управления  имеет  вид 

и=и0+  (і-іо)Т-1  (иі—ио) ,  і^[і0,  *т]-  (2.6) 

Подставляя  (2.6)  в  (1.1),  получим  ПД  хр(і) ,  удовлетворяющее  гранич¬ 
ным  условиям  (2.4).  Чтобы  «остановить»  систему  (1.1)  в  точке  в  мо¬ 
мент  достаточно  в  (2.5)  положить  іі=0. 

Рассмотрим  теперь  вопрос  об  управляемости  систем,  модель  динамики 
которых  описывается  уравнением  (1.7).  Для  ее  канонического  представ¬ 
ления  (1.8)  — (1.11)  критерий  управляемости  имеет  вид 

гапк(і?0,  А0В0, Ао~1В0)  =п.  (2.7) 

Легко  убедиться,  что  с  учетом  (1.11)  соотношение  (2.6)  всегда  выпол¬ 
няется.  Отсюда  следует  управляемость  системы  (1.10)  по  отношению  к 
вспомогательному  управлению  ѵ.  Но  ѵ  связано  с  исходным  управлением 
и  взаимно  однозначным  преобразованием  (1.9).  Следовательно,  управляе¬ 
ма  и  исходная  нелинейная  система  (1.7). 

Сформулированное  свойство  глобальной  управляемости  основывается 
по  существу  на  обратимости  модели  динамики  рассматриваемой  системы. 
Для  аналитического  синтеза  искомого  закона  управления  достаточно  вос¬ 
пользоваться  соотношениями  (1.12),  (1.13),  (2.5),  (2.6)  или  предвари¬ 
тельно  построить  ПД  хр(і),  удовлетворяющее  граничным  условиям  (2.4), 
и  подставить  его  в  (2.2)  или  (2.3). 

Для  реализации  закона  управления  с  обратной  связью  по  каноническо¬ 
му  вектору  состояний  (например,  закона  (2.3))  необходимо  измерять  все 
его  компоненты  вида  (1.8).  Однако  на  практике  это  не  всегда  удается. 
В  этом  случае  иногда  удается  измерить  компоненты  другого  вектора  у 
той  же  размерности,  который  связан  с  вектором  х  взаимно  однозначным 
преобразованием  вида 

х=Ф  (у,  I).  (2.8) 

Тогда  для  реализации  закона  управления  с  обратной  связью  по  х  доста¬ 
точно  воспользоваться  нелинейным  преобразованием  пространства  состоя¬ 
ний  (2.8). 

В  ряде  случаев  вместо  вектора  х  измеряется  некоторая  линейная  ком¬ 
бинация  х  я  ѵ  вида 

у=Вх+Сѵ,  і>і0,  (2.9) 

где  В  и  С  — заданные  матрицы  размерности  кХп  и  кХт  соответственно. 
Система  (1.10),  (2.9)  с  обратимой  моделью  динамики  называется  наблю¬ 
даемой  [10],  если 

гапк(Ят,  А0ТВ\  (Л0Т)2/)Т,...,  (А0Т)п~{ВТ)=п.  (2.10) 

Выполнение  условия  наблюдаемости  (2.10)  обеспечивает  возможность  реа¬ 
лизации  законов  управления  с  обратной  связью  по  вектору  «выходов»  уг 
когда  измерению  доступны  лишь  его  компоненты  вида  (2.9). 
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3.  Программирование  и  оптимизация  движений  обратимых  моделей. 

Цель  управления  обычно  заключается  в  осуществлении  некоторого  желае¬ 
мого  движения,  называемого  ПД.  Однако  не  всякое  желаемое  движение 
осуществимо.  Поэтому  ПД  хр(і),  і>і0  необходимо  должно  быть  частным 
решением  уравнения  (1.1)  при  некотором  допустимом  управлении  неза¬ 
висимо  от  того,  какие  конкретные  значения  принимает  вектор  параметров 
Как  отмечалось  выше,  постоянство  структуры  модели  динамики 

(1.1)  обеспечивает  неизменность  семейства  частных  решений  уравнения 

(1.1) ,  а  значит,  и  класса  ПД  при  изменении  §  внутри  ()і. 

Анализ  того,  что  данная  функция  хр(і),  і^і0  является  ПД,  на  прак¬ 
тике  бывает  затруднителен.  Для  решения  этой  задачи  удобен  следующий 
критерий:  кусочно-непрерывная  дифференцируемая  функция  хр(і)  явля¬ 
ется  частным  решением  уравнения  динамики  обратимой  модели  (1.1), 
если  она  удовлетворяет  структурному  ограничению 

(хр(0,  хР(і))<^рР,  ь>и.  (з.і) 

Сформулированный  критерий  показывает,  что  все  возможные  ПД  об- 
ратимых  моделей  исчерпываются  вектор-функциями,  удовлетворяющими 
ограничению  (3.1).  Важно  отметить,  что  подпространство  РР  не  зависит 
от  управления  и  целиком  определяется  вектор-функцией  Р  в  (1.1).  Это 
позволяет  разделить  задачу  управления  движением  на  две  самостоятель¬ 
ные  задачи.  Первая  задача  —  построение  ПД,  вторая  —  синтез  закона 
управления,  стабилизирующего  ПД  с  заданными  показателями  качества. 

Первая  задача  обычно  формируется  следующим  образом.  Построить 
кусочно-непрерывную  дифференцируемую  вектор-функцию  хр(і),  удовле¬ 
творяющую  структурному  ограничению  (3.1) ,  граничным  условиям  (2.4)  и 
ограничениям  вида 

хр{і)^х,  *т],  (3.2) 

хр(і)е=()^  іт ] ,  (3.3) 

где  х ,  ()лх  —  заданные  ограниченные  множества  в  Яп. 

Задача  построения  ПД  может  иметь  много  решений.  Для  выбора  сре¬ 
ди  них  наилучшего  ПД  зададим  функционал  качества  ПД  вида 

К[хѵ  ( • )  ]  =  |  С  (хр  (і) ,  хр (і) )  йі.  (3.4) 

Тогда  оптимизация  ПД  сводится  к  выбору  такого  ПД  хр(і),  на  котором 
функционал  (3.4)  принимает  наименьшее  возможное  значение. 

Для  решения  сформулированных  задач  можно  воспользоваться  мето¬ 
дом  параметрического  синтеза  и  оптимизации  ПД  [5,  7]  .  Основная  идея 
метода  заключается  в  специальной  параметризации  ПД,  обеспечивающей 
выполнение  граничных  условий  (2.4)  и  структурного  ограничения  (3.1). 
В  результате  задача  программирования  и  оптимизации  движений  обрати¬ 
мой  модели  (1.1)  трансформируется  в  некоторую  сравнительно  простую 
задачу  нелинейного  программирования. 

Одним  из  эффективных  способов  параметризации  ПД  является  его 
представление  в  виде 

N 

хр{1)=ай{1)  +  ^ъщ{1),  *е[Мт],  (3.5) 

3=1 

где  %і,  и2, Км  —  искомые  параметры,  а  а0(Ц,  а4(Ц, ...  ,ам(і)  —  задан¬ 
ные  непрерывно  дифференцируемые  на  интервале  Ц0,  іт]  базисные  ^-мер- 
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ные  вектор-функции,  такие,  что 

ао(и)=х0,  а0(іт)  —хи  (3.6) 

аі(10)=аі(іт)=0,  і= 1,  2,..., У,  (3.7) 

(МО*  аМ)^РР,  і^[і0,  *т],  /=0,  1,  ...,2Ѵ.  (3.8) 

Очевидно,  что  выполнение  граничных  условий  (2.4)  для  ПД  (3.5)  явля¬ 
ется  прямым  следствием  соотношений  (3.6),  (3.7).  Ввиду  того,  что  РР  — 
линейное  подпространство  и  справедливо  (3.8),  ПД  (3.5)  автоматически 
удовлетворяет  структурному  ограничению  (3.1).  Примеры  выбора  базис¬ 
ных  функций  со  свойствами  (3.6)  — (3.8)  имеются  в  [5,  7,  10]. 

В  результате  рассмотренной  параметризации  задача  построения  ПД 
сводится  к  решению  системы  неравенств  относительно  параметров  х і, 
х2,  ...,хіѴ,  получаемой  в  результате  подстановки  (3.5)  в  ограничения 
(3.2),  (3.3).  Конечно-сходящиеся  алгоритмы  решения  этих  неравенств  в 
случае,  когда  (^х  и  ()х  являются  выпуклыми  множествами,  предложены 
в  [1,  10]. 

Подставляя  (3.5)  в  (3.4),  убеждаемся,  что  функционал  качества  пре¬ 
вращается  в  некоторую  функцию  искомых  параметров,  т.  е. 

К[хр(-)]=ІЫ і,  х2,...,х*).  (3-9) 

Поэтому  задача  оптимизации  ПД  сводится  к  решению  следующей  задачи 
нелинейного  программирования: 

/(х і°,  х2°, . . . ,  х2Ѵ°)=*тіп/(х1,  х2, . . . ,  Хдг)  (3.10) 


при  ограничениях  (3.2),  (3.3)  на  ПД  (3.5). 

Полученная  задача  существенно  проще  задачи  оптимального  про¬ 
граммного  управления  системой  (1.1).  Для  ее  решения  можно  использо¬ 
вать  известные  методы  нелинейного  программирования  или  композицию 
конечно-сходящихся  алгоритмов  градиентного  типа  [1,  10].  Подставляя 
найденные  значения  параметров  в  (3.5),  получим  оптимальное  (в  задан¬ 
ном  классе  базисных  функций)  ПД.  Заметим,  что  точность  решения  ис¬ 
ходной  вариационной  задачи  построения  оптимального  ПД  может  быть 
сделана  сколь  угодно  высокой  за  счет  выбора  достаточно  большого  числа 
N  линейно  независимых  базисных  функций. 

Достоинством  описанного  метода  программирования  и  оптимизации 
движений  обратимых  моделей  динамики  является  то,  что  ПД  строится 
в  аналитическом  виде  так,  что  гарантируется  выполнение  граничных  усло¬ 
вий  (2.4)  и  ограничений  (3.1)  — (3.3).  Кроме  того,  предложенный  метод 
достаточно  гибкий:  изменение  граничных  условий  (2.4)  влечет  за  собой 
лишь  изменение  базисных  функций  (точнее,  функций  а0(1)),  а  изменение 
ограничений  (3.2),  (3.3)  порождает  соответствующую  коррекцию  парамет¬ 
ров  ПД  без  изменения  его  структуры,  что  обеспечивает  автоматическое 
выполнение  структурного  ограничения  (3.1). 

Ограничения  (3.2),  (3.3)  на  ПД  определяют  и  ограничения  на  вектор 
состояния  х  и  его  производную  х.  Последние  порождают  соответствующие 
ограничения  на  вектор  управления.  Учитывая  обратимость  модели  дина¬ 
мики  (1.1),  из  соотношения  (1.5)  получаем 

( (<?*Х<?  •)  ПРр)  Х(?г-+(2и.  (3.1 1 ) 

Отсюда  следует,  что  допустимые  управления  должны  удовлетворять  огра¬ 
ничению  вида 

и(і)^и,  іт]  (3.12) 

4.  Стабилизируемость  и  декомпозируемость  обратимых  моделей.  Управ¬ 
ляемость  обратимых  систем  обеспечивает  возможность  стабилизации  за¬ 
данного  конечного  состояния  хѵ  или  ПД  хр(і ),  і^і0-  Будем  называть  си- 
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стему  (1.1)  стабилизируемой ,  если  существует  закон  управления,  обеспе¬ 
чивающий  асимптотическую  устойчивость  заданного  состояния  или  ПД. 

Методы  синтеза  стабилизирующих  законов  управления  для  обратимых 
систем  предложены  в  [5—12].  Один  из  этих  методов  основан  на  принципе 
скоростного  управления  ПД  в  соответствии  с  заданным  (эталонным)  урав¬ 
нением  затухания  переходных  процессов  (ПП)  Е^х~хр  [8].  Благодаря 
обратимости  модели  динамики  (1.1)  он  позволяет  синтезировать  стабили¬ 
зирующий  закон  управления  в  аналитическом  виде  [5—8] 

и=11(х,  х+ГЕ,  %),  і>10,  (4.1) 

где  Г  —  устойчивая  матрица  коэффициентов  усиления  размера  пХп,  удов¬ 
летворяющая  структурному  ограничению 

(я,  Тх)^Рг,  і^і0.  (4.2) 

Подставляя  (4.1)  в  (1.1),  получаем  дифференциальное  уравнение  замк¬ 
нутой  системы 

Ё=ГЕ,  Е(і0)=;Е0,  і>і0.  (4.3) 

Уравнение  (4.3)  определяет  желаемый  (эталонный)  характер  затухания 

ПП.  Ввиду  устойчивости  матрицы  Г,  удовлетворяющей  также  структур¬ 
ному  ограничению  (4.2),  нулевое  решение  (4.3),  а  значит,  и  ПД  хр(і) 
асимптотически  устойчив  в  целом.  Для  динамической  ошибки  справедли¬ 
ва  оценка 

||Я(0||<сг||Я(0||ехрПг(*-*о)],  і>іо,  (4.4) 

где  Сг  —  положительное  число,  Лг  —  наибольшая  действительная  часть  соб¬ 
ственных  чисел  Кі(Т)  матрицы  Г,  т.  е.  Хг=тах  КеЯ;(Г). 

І 

За  счет  выбора  параметров  матрицы  Г  можно  обеспечить,  чтобы  замк¬ 
нутая  система  (4.3)  имела  любой  наперед  заданный  спектр.  Тем  самым 
обеспечивается  возможность  модального  управления  обратимыми  систе¬ 
мами.  Закон  стабилизации  ПД  вида  (4.1)  позволяет  за  счет  выбора  мат¬ 
рицы  Г  получить  ПП  с  наперед  заданными  показателями  качества  ПП, 
включая  оптимальное  демпфирование  ПП. 

Рассмотрим  стабилизируемость  ПП  в  системах  управления  (1.7), 
имеющих  представление  (1.10).  Из  критерия  управляемости  (2.7)  сле¬ 
дует,  что  существует  тХтг-матрица  С  такая,  что  яХгс-матрица 

Т=Ап+ВъС  (4.5) 

устойчива  [4].  Очевидно,  что  для  обратимых  систем  матрица  Г  должна 
удовлетворять  структурному  ограничению  (4.2).  Легко  убедиться,  что 
стабилизирующий  закон  управления  имеет  вид 

и=Р(х і,  %)  (В0тхр+СЕ)+В(х,  %),  і>і0.  (4.6) 

Вследствие  программной  управляемости  системы  (1.10)  стабилизирую¬ 
щим  является  и  закон  управлешія 

и=ир+СЕ,  і>і0,  (4.7) 

где  иѵ  определяется  из  (4.6)  путем  подстановки  х=хр. 

Синтезированные  законы  управления  обеспечивают  асимптотическую 
устойчивость  в  целом  не  только  ПД  хр(і ),  і>10,  но  и  заданного  конечного 
состояния  Хі.  В  последнем  случае  в  них  достаточно  положить  хр{і)=х{. 

Важнейшими  показателями  качества  ПП  является  точность  е  осу¬ 
ществления  ПД  и  время  затухания  ПП  Тр.  Оценим  время  затухания  ПП 
при  заданной  точности  е  стабилизации.  Используя  соотношение  (4.4),  по¬ 
лучим 

Тр=ір—і0<  |ЯГ|-1 1п  ст\\Е(і0)  ||е“\  (4.8) 

где  іР  —  первый  момент  времени,  начиная  с  которого  ||2Ді)||  не  превыша¬ 
ет  8. 
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Многомерным  обратимым  системам  управления  (1.1)  присущи  пере¬ 
крестные  связи ,  интенсивность  взаимовлияния  которых  зависит  от  теку¬ 
щего  состояния.  Будем  говорить,  что  система  (1.1)  декомпозируема ,  если 
существует  стабилизирующий  закон  управления,  при  котором  уравнение 
ПП  в  замкнутой  системе  распадается  на  систему  независимых  уравнений 
по  управляемым  координатам. 

Рассмотрим  систему  (1.1),  в  которой  вектор  состояний  имеет  канони¬ 
ческий  вид  (1.8).  Тогда  закон  управления  (4.1)  является  декомпозирую¬ 
щим,  если  пХ «-матрица  коэффициентов  усиления  имеет  вид 


\  С  / 

С=(сі)і=, Сі  =  йіа§  (-у!, ч™,  <)•  (4.9) 

Здесь  тХ «-матрица  С  составлена  из  г  диагональных  ттгХгсг-подматриц. 
В  этом  случае  структурное  ограничение  (4.2)  выполнено  на  подпростран¬ 
стве  (1.13),  а  уравнение  ПП  (4.3)  распадается  по  каждой  управляемой 
координате  на  независимые  дифференциальные  уравнения  г-го  порядка 

е/г)=ъ>-  1^-(Г“1)+  •  •  • 

/=1,  2, . . . ,  /те,  (4.10) 


где  е,=дД*)-дР>3-(*)- 

5.  Синтез  высококачественных  законов  управления.  Качество  управле¬ 
ния  определяется  качеством  (критерием  оптимальности)  ПД  и  характе¬ 
ром  затухания  ПП  при  отработке  ПД.  Построение  высококачественных 
законов  управления  для  обратимых  моделей  динамики  осуществляется  в 
два  этапа:  структурный  синтез  ПД  и  закона  управления  и  расчет  их  па¬ 
раметров  (параметрический  синтез). 

Метод  структурпого  и  параметрического  синтеза  оптимальных  ПД  рас¬ 
смотрен  в  разд.  3.  Структурный  синтез  законов  управления,  обеспечиваю¬ 
щих  стабилизацию  ПД  и  декомпозицию  ПП,  описан  в  разд.  4.  Поэтому 
здесь  рассмотрим  задачу  параметрического  синтеза  законов  управления, 
обеспечивающих  наперед  заданные  показатели  качества  ПП. 

Важнейшими  показателями  качества  управления  является  точность 
осуществления  ПД,  характер  и  время  затухания  ПП.  Исходя  из  этих  по¬ 
казателей,  можно  получить  различные  схемы  параметрического  синтеза 
и  конкретные  расчетные  соотношения. 

Рассмотрим  стабилизирующий  закон  управления  вида  (4.1)  с  деком¬ 
позирующей  матрицей  коэффициентов  усиления  (4.9).  Тогда  уравнение 
ПП  (4.3)  распадается  на  систему  та  независимых  линейных  дифферен¬ 
циальных  уравнений  (4.10)  г-го  порядка.  Качество  ПП  определяется 
коэффициентами  /=1,  2, .  .  .  ,  пг,  і— 0, 1, . . . ,  г—  1  этого  уравнения,  кото¬ 
рые  играют  роль  коэффициентов  усиления  в  каналах  обратной  связи  при 
управлении  (4.1),  (4.9). 

Пусть  слева  от  мнимой  оси  комплексной  плоскости  задан  спектр  мат¬ 
рицы  Г.  Зная  спектр,  легко  рассчитать  соответствующие  элементы  мат¬ 
рицы  Г,  являющиеся  коэффициентами  системы  уравнений  (4.1).  Таким 
образом,  для  обратимых  моделей  динамики  (1.1)  (вообще  говоря,  нели¬ 
нейных)  синтезируются  законы  модального  управления.  При  этом  ха¬ 
рактер  затухания  ПП  в  замкнутой  системе  целиком  определяется  задан¬ 
ным  спектром  матрицы  Г.  Варьируя  этот  спектр,  можно  получить  ПП, 
удовлетворяющие  заданным  показателям  качества. 

В  практически  важном  случае,  когда  г=3,  исчерпывающий  ответ  на 
вопрос,  как  выбрать  параметры  ^  і,  чтобы  обеспечить  желаемый  ха¬ 
рактер  затухания  ПП,  дают  диаграммы  Вышнеградского.  Они  определя- 
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і  7  —  1,2,... 


(5.1) 


’ют  в  пространстве  параметров 


а7- 


7,2 

3/ - 

У  —7,о 


Рі  = 


7,і 


У  7 


области  устойчивости  вида 

а,>0,  ^>0,  а^>0,  (5.2) 

а  в  них  —  три  области  с  различным  характером  затухания  ПП  [13].  Вид 
ПП  зависит  от  конкретного  расположения  корней  нормированного  харак¬ 
теристического  уравнения  вида 

г/3+а,г/2+^г/+1=0.  (5.3) 

Наибольшая  степень  устойчивости  (понимаемая  как  абсолютное  зна¬ 
чение  вещественной  части  ближайшего  к  мнимой  оси  корня)  достигается 
в  точке  а;=(3?-=3.  В  этой  точке  корни  нормированного  уравнения  (5.3) 
равны  —1,  а  корни  характеристического  уравнения  для  (4.10)  при  г=3 
соответственно  равны 


К  =  Ъ2  =  13  =  Іг—  0  (5.4) 

Отсюда  следует,  что  для  получения  быстрого  затухания  П11  аперио- 
дического  характера  целесообразно  выбирать  параметры  о,,  ^  вблизи 
точки  ^=^=3. 

В  общем  случае  (при  г> 2)  характер  затухания  ПП  можно  оценить  с 
помощью  совокупности  безразмерных  параметров  вида  [13] 


Ъ’Д  (Тіп— і7і,<+і)  »  &  1,  2, . . . ,  г  1,  (5.5) 

где  7і,  г“ — 1.  Так,  критерием  получения  ПП  апериодического  характера 
является  выполнение  следующей  системы  неравенств: 

бі,  і> 4,  і=  1,  2, . . . ,  г-1,  /=17  2, ... ,  т,  (5.6) 

при  условии,  что  все  коэффициенты  уравнения  (4.10)  имеют  одинаковые 
знаки.  В  этом  случае  все  корни  характеристического  многочлена  для 
(4.10)  будут  вещественными  и  отрицательными. 

Если  ПП  имеет  колебательный  характер,  то  это  означает,  что  среди 
корней  характеристического  уравнения  системы  (4.10)  имеются  комплекс¬ 
ные.  При  этом  показателем  колебательности  для  комплексного  корня 
X]  служит  величина 

РР=Іт  ХД КеХ,)-1.  (5.7) 

Задание  определенного  показателя  колебательности  р  ограничивает  об¬ 
ласть  расположения  корней  двумя  лучами,  составляющими  с  веществен¬ 
ной  осью  угол 


ф;=агс  р^.  (5.8) 

Если  спектр  матрицы  Г  задан,  то  легко  определить  угловой  спектр  ±ф,- 
колебательности  ПП,  охватывающий  весь  спектр.  Необходимым  условием 
расположения  корней  характеристического  уравнения  для  (4.10)  в  секто¬ 
ре  ±ф;-  является  выполнение  следующей  системы  неравенств  [13]: 

біч  і>(г—і+  1)  (Н-1)  (г— і) ~Ч~1  сое2  фя  г=1,  2, .  .  . ,  г— 1.  (5.9) 

Для  обеспечения  заданного  времени  затухания  ПП  нужно  иметь  опреде¬ 
ленный  запас  устойчивости  — ^  в  замкнутой  системе  (4.10),  т.  е. 
КеХг(Г)<— 'у,  і=  1,  2,  .  .  . ,  п.  Достаточное  условие  получения  заданного 
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запаса  устойчивости  имеет  вид  [13] 

Ъ,  »~Ъ,  і +2Ті,  гЯ23*0, 

Ъ.  ъ-іЪ,  л+2 [  Тл  ь~Ъ,  *+і  (г-~ Аг —  1)  ^  ] _І  [  іГі.  »+і- 

~Ъ,  л+2  (/•-/с-2)  7]  <0,465,  (5.10) 

’ІІ,  г+1  О  І  1)  1)  І=1,  2, . . . ,  г-1,  /с  =  1,  2, . . . ,  г-2. 

Таким  образом,  получены  расчетные  соотношения  для  выбора  коэф¬ 
фициентов  усиления  в  стабилизирующем  законе  управления  (4.1),  (4.9), 
исходя  из  заданных  показателей  качества  ПП  в  замкнутой  системе. 

6.  Робастность  и  адаптивность  систем  с  обратимыми  моделями  дина¬ 
мики.  Для  реализации  синтезированных  законов  и  управления  вида  (4.1), 
(4.9)  нужно  знать  вектор  параметров  Однако  на  практике  он  часто  не 
только  неизвестен,  но  и  может  непредсказуемо  изменяться  в  заданном 
множестве  ( .  В  этом  случае  приходится  формировать  некоторую  правдо¬ 
подобную  оценку  То  неизвестного  вектора  !•  и  подставлять  ее  в  (4.1). 
В  результате  получаем  следующий  закон  управления: 

и  =  1/(х,  ір+ТЕ ,  То),  1>и.  (6.1) 

Подставляя  (6.1)  в  (1.1),  убеждаемся,  что  ПП  в  замкнутой  системе  бу¬ 
дет  зависеть  от  параметрических  возмущений  (ПВ)  (о=^— т0.  ГІВ  небла¬ 
гоприятно  влияют  на  характер  ПП  и  качество  управления.  Они  могут 
приводить  к  ухудшению  точности  и  быстродействия,  автоколебаниям,  па¬ 
раметрическому  резонансу  или  потере  устойчивости.  В  результате  возни¬ 
кают  сбои  и  отказы,  снижающие  эффективность  и  надежность  системы 
управления. 

Проанализируем  влияние  ПВ  на  динамику  замкнутой  системы  (1.1), 

(6.1)  в  случае,  когда  ПВ  не  нарушают  устойчивость  II Д.  Можно  показать 
[1,  10],  что  при  этом  ПП  удовлетворяют  оценке 

\\Е (^)||<сгІ|і?(^0)||  ехр  [Яг(^о)]+сгЬ|Хг|-1І|со||,  1>10,  (6.2) 

где  Ь  —  константа  Липшица  вектор-функции  Р  по  третьему  аргументу.  Из 

(6.2)  следует,  что  точность  осуществления  ПД  принципиально  ограничена 
уровнем  ПВ.  Если  этот  уровень  с(0  таков,  что  требуемая  точность  е  дости¬ 
гается,  что  это  означает,  что  закон  управления  (6.1)  нечувствителен  к  ПВ 
из  заданного  класса:  ||(о||<сш,  характеризующегося  параметром  сш.  Будем 
называть  такие  законы  управления  робастными  (грубыми)  в  заданном 
классе. 

Гарантированная  точность  отработки  ПД  при  робастном  управлении 
(6.1)  ограничена  величиной 

80  =  Сгі|>іг|~1С(1).  (6.3) 

Качество  управления  зависит  не  только  от  характера  и  уровня  ПВ,  но 
и  от  постоянно  действующих  возмущений  (ПДВ),  воздействующих  па  ди¬ 
намику  системы  (1.1).  При  наличии  аддитивных  ПДВ  п(і)  модель  дина¬ 
мики  имеет  вид 

х=Р(х,  и ,  |)+я,  х(10)=х0,  1>10.  (6.4) 

Естественно  предполагать,  что  ПДВ  не  изменяют  структуру  обратимой 
системы  (1.1).  Это  означает,  что  ПДВ  удовлетворяют  структурному  огра¬ 
ничению 

(0,  при  всех  о.  (6.5) 

На  практике  ПДВ  неизвестны  и  не  могут  быть  измерены.  Однако  они 
всегда  ограничены,  т.  е. 

||я(*)||<С*,  *>*о,  (6.6) 

где  сл  —  параметр,  характеризующий  степень  неопределенности  ПДВ. 


54 


Проанализируем  совместное  влияние  ПВ  и  ПДВ  на  качество  ПП  и  оце¬ 
ним  степень  робастности  закона  управления  (4.1).  Поскольку  уравнение 
динамики  замкнутой  обратимой  системы  (6.4),  (4.1)  имеет  вид 

Ё=ТЕ+Р (х,  и ,  \)—Р(х,  и ,  т0)+я,  (6.7) 

то  легко  получить  следующую  оценку  ПП: 

11^(0  II  ^сгіІ^т(^о)ехр[А,г(і— *0)  ]+сг|Лг|’_1(ісв+ся),  1>и.  (6.8) 

Эта  оценка  справедлива  при  условии,  что  ПД  в  системе  (6.7)  устойчиво. 
Гарантированная  точность  отработки  ПД  при  совместном  действии  ПВ  и 
ПДВ  ограничена  величиной 

г*=с1  ІМ-"1  (Рсѵ+Сп) .  (6.9) 

Если  параметры  закона  управления  (6.7)  выбраны  так,  что  е*<е,  то 
система  будет  робастной  в  заданном  классе  ПВ  и  ПДВ.  Это  означает,  что 
замкнутая  система  (6.4),  (6.1)  не  чувствительна  к  ПВ  и  ПДВ  из  заданно¬ 
го  класса,  характеризуемого  параметрами  сш  и  сп.  Поэтому  она  является 
е-инвариантной  но  отношению  к  ПВ  и  ПДВ. 

В  тех  случаях,  когда  характер  и  уровень  ПВ  и  ПДВ  таковы,  что  ПД 
в  замкнутой  системе  неустойчивы,  необходима  автоматическая  адаптация 
закона  управления  (6.1).  Она  позволяет  оперативно  компенсировать  не¬ 
благоприятное  влияние  ПВ  и  ПДВ  и  улучшить  качество  ПП  путем  само¬ 
настройки  параметров  т  или  коэффициентов  усиления  Г  в  законе  управ¬ 
ления  (6.1). 

Цель  адаптации  заключается  в  гашении  ПВ  и  ПДВ.  Для  достижения 
этой  цели  необходимо  синтезировать  алгоритмы  адаптации,  на  траектории 
которых  ПВ  и  ПДВ  монотонно  убывают. 

Робастные  законы  управления  вида  (6.1)  вместе  с  алгоритмами  адап¬ 
тации  будем  называть  адаптивными  в  заданном  классе  неопределенности, 
если  они  гарантируют  достижение  цели  управления  для  любых  возможных 
ПВ  и  ПДВ.  Таким  образом,  синтез  законов  адаптивного  управления  сво¬ 
дится  к  синтезу  эффективных  алгоритмов  адаптации.  Методы  построения 
и  оптимизации  таких  алгоритмов  с  конечным  временем  адаптации  рас¬ 
смотрены  в  [5—7,  10,  11]. 

Разработанные  методы  и  высококачественные  алгоритмы  управления 
движением  систем  с  обратимыми  моделями  динамики  успешно  применя¬ 
лись  при  расчете,  моделировании  и  реализации  конкретных  систем  роба¬ 
стного  управления  для  различных  типов  манипуляционных,  транспортных 
и  контрольно-измерительных  роботов  [14—17].  Полученные  практические 
результаты  свидетельствуют  о  том,  что  при  определенном  уровне  неконтро¬ 
лируемых  параметрических  и  постоянно  действующих  возмущений  систе¬ 
мы  робастного  управления  обеспечивают  требуемое  высокое  качество  ПП. 
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СИНТЕЗ  СИНГУЛЯРНО  ВОЗМУЩЕННОЙ  СИСТЕМЫ  УПРАВЛЕНИЯ 
С  ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ  ПОЛЕЙ  МЕДЛЕННЫХ  И  БЫСТРЫХ 

ЭКСТРЕМАЛЕЙ 

Рассматриваются  вопросы  построения  субоптимального  управления  по  принципу 
обратной  связи.  Предложен  подход  исследования  сингулярно  возмущенных  систем 
на  основе  одномерных  интегральных  многообразий  установившихся  движений.  Вве¬ 
дены  модальные  функции,  позволяющие  выделять  в  экстремали  регулярные  и  син¬ 
гулярные  составляющие  и  формировать  соответствующие  поля. 

Введение.  Рассматриваются  вопросы  построения  субоптимального 
управления  по  принципу  обратной  связи  для  объекта,  описываемого  си¬ 
стемой  обыкновенных  дифференциальных  уравнений  (ОДУ)  с  малым 
параметром  при  части  производных.  В  таких  задачах  проблемы  оптималь¬ 
ного  синтеза  осложняются  наличием  медленных  и  быстрых  составляющих 
движения  управляемого  процесса.  Для  преодоления  возникающих  труд¬ 
ностей  предложен  подход  исследования  сингулярных  возмущений  с  помо¬ 
щью  одномерных  интегральных  многообразий  установившихся  движений. 
Анализируется  задача  об  автопилоте  продольного  канала  самолета  для 
гашения  малых  вертикальных  ускорений. 

1.  Постановка  задачи.  Пусть  управляемый  процесс  описывается  систе¬ 
мой  ОДУ  с  сингулярными  возмущениями 

*'=/(*,  X,  У ,  и),  ъу' X ,  у,  и),  *€=[*0,  Г],  (1.1) 

тгде  х^3\  у^Вт,  и^Вг,  0<е<1  —  малый  параметр. 

Ставится  задача  управляемого  перевода  фазовой  точки  системы  (1.1) 
в  некоторое  состояние  х(Т ),  у  (Т)  из  области  достижимости  при  і=Т  и  до¬ 
ставляющего  минимум  функционалу  качества 

](и)=С(Х(Т),  гу  (Т) ) .  (1.2) 

Функции  /,  С  будем  считать  непрерывно  дифференцируемыми  по  всем 
своим  аргументам.  Под  решением  сформулированной  задачи  Майера  бу¬ 
дем  понимать  управление  и=и(1,  х,  у)  в  форме  синтеза.  Экстремалью  на- 
«зовем  решение  х(-),  у(-)  канонической  системы,  включающей  систему 
*(1.1)  и  соотношения 


(1.3) 


^  —  НХу  еф'=— Ну,  11=11(1,  х ,  у,  2,  ф) :  Ни= О, 
Я==/г2+^тф,  г(Т)=-Сх,  'ф(Г)  =—г6у. 
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В  теории  и  приложениях  получили  распространение  специальные  ме¬ 
тоды  исследования  сингулярно  возмущенных  систем  управления:  прямые 
методы  [1];  методы  интегральных  многообразий  [2];  методы  усреднения 
(см.  обзор  В.  Б.  Колмановского,  В.  Г.  Гайцгори  в  [3]). 

В  данной  работе  применяется  метод  синтеза  оптимального  управления, 
основанный  на  численных  расчетах  семейств  экстремалей  с  выделением 
быстрых  и  медленных  их  составляющих. 

2.  Способ  установления  в  задаче  разделения  движений.  Под  установив¬ 
шимся  движением  (УД)  автономной  динамической  системы,  описываемой 
векторным  ОДУ 

Х'=Р(Х ),  Т] ,  Х^Кп  (2.1) 

назовем  такое  движение,  которое  соответствует  решению  этого  уравнения, 
зависящему  явно  или  неявно  от  одной  из  компонент  Хкч  к^  1,  п  как  от  не¬ 
зависимой  переменной.  Решение,  описывающее  УД,  назовем  установив¬ 
шимся  (УР) ,  а  Хк  —  переменной  установления.  Одним  из  способов  замены 
і  на  Хк  является  использование  дифференциального  соотношения 

Хк'=Хд(Хк) ,  X  —  соде!  —  параметр  установления.  (2.2) 

Для  линейных  систем  УР  может  отыскиваться  в  виде  Хк—ХХк,  что  приво¬ 
дит  к  известному  характеристическому  уравнению  для  определения  X. 
Т.  е.  УР  в  линейном  случае  представляют  при  всех  возможных  X  компо¬ 
ненты  фундаментального  решения. 

Для  нестационарных  систем  УР  отсутствуют.  Можно,  однако,  опреде¬ 
лить  УР  для  некоторой  присоединенной  системы,  которая  вводится  по  ана¬ 
логии  с  присоединенной  по  А.  Н.  Тихонову  системой  [4].  Так  для  системы, 
описываемой  уравнением  (2.1)  с  Р=Р(1,  X)  присоединенная  линеаризо¬ 
ванная  система  может  быть  получена  дифференцированием  уравнения 
(2.1)  по  і  и  обращением  і,  X  в  параметры  ^ 

X"  (т)  =  [Рі(і,  Х)/Х'(1)+Рх(і ,  Х)]Г(т).  (2.3) 

В  качестве  переменной  установления  выберем  компоненту  Хк ,  для  которой 
Хк  (1)^0  и  определим  УР  соотношениями 

Хк'(х)=Х(і ,  Х)Хк(х),  ХДт )=Сі(і,  Х)Хк(х),  /еіТЯ  (2.4) 

где  X  и  с  являются  решениями  уравнений 

йеі  [В  —  ХЕ]  —  0,  Ъп  =  Р:хр  у,  I Ф  к,  Ькк  =  Р кхк  + 

+  Рі/Хк  ( і ),  [В  —  ХЕ]  с  =  0,  ск  =  1,  Е  —  единичная  матрица.  (2.5) 

Решение  задачи  Коши  для  уравнения  (2.1)  с  начальным  условием,  оп¬ 
ределяемым  соотношениями  (2.4)  — (2.5),  дает  описание  при  выбранном 
корне  Ху  одномерного  интегрального  многообразия  с  параметром  Хк(і0). 
Такое  решение  назовем  продолженным  УР.  Наряду  с  этим  решением  пред¬ 
ставляет  интерес  решение  задачи  Коши  (2.4),  (2.5)  при  предельном  пере¬ 
ходе  т ->і.  Решение  такой  задачи  существует  и  единственно,  поскольку  в 
соответствии  с  теоремой  о  неявной  функции  X  является  непрерывной  функ¬ 
цией  I,  X.  Указанное  решение  Х](і)  назовем  модальной  функцией.  Х-'(і) 
не  является  решением  задачи  Коши  для  исходного  уравнения  (2.1),  хотя 
и  удовлетворяет  этому  уравнению  при  любом  фиксированном  *€=[*0,  Т]. 
При  использовании  модальных  функций  для  приближенного  решения  син¬ 
гулярно  возмущенных  задач  важное  значение  имеет  оценка  рассогласова¬ 
ний  этих  функций  с  продолженными  УР.  Для  получения  оценки  может 
быть  использован  подход  теории  возмущений  [5].  Продолженные  УР  пред¬ 
ставляются  набором  возмущений  параметров  X ,  с,  Хк,  определяемых  соот¬ 
ношениями 

Ас;+АсуХ+АХс^РуЛХк/(Хк(Хк+АХк))+РуХАс~с'-АсАК 
АХ=Рк1АХк/  (Хк {Хк+АХк) )  +АРкХАс, 
АХк'=ХАХк+АХХк+АХАХк. 
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Эта  система  уравнений  может  быть  преобразована  в  систему  уравнений 
Вольтерра,  для  которой  в  случае  сингулярно  возмущенной  системы  суще¬ 
ствуют  хорошие  стартовые  приближения.  Оценки  в  этом  случае  получа¬ 
ются  либо  аналитическими  методами,  либо  методом  вычислительных  дока¬ 
зательств. 

Применение  изложенного  подхода  к  системе  (1.1)  приводит  к  харак¬ 
теристическому  уравнению  со  степенным  многочленом  порядка  п+т  по 
Я  и  по  е.  Используя  первый  этап  метода  диаграмм  Ньютона  [6],  мож¬ 
но  показать,  что  число  регулярных  корней  (для  X  зависящим  от  е  с  наи¬ 
меньшим  показателем  характеристического  уравнения  не  меньше 

п— 1.  Соответствующие  этим  X  УР  и  модальные  функции  назовем  регуляр¬ 
ными.  Остальные  корни  (с  Ці<0)  и  соответствующие  им  УР  и  модальные 
функции  назовем  сингулярными. 

3.  Применение  модальных  функций  к  решению  задачи  Коши.  Поля 
экстремалей.  Рассмотрим  вначале  стационарную  задачу  управления  |7] 
(/,  §  не  зависят  явно  от  I  и  Т  нефиксироваио) .  В  этом  случае  построение 
синтезируемого  управления  осуществляется  по  одному  полю.  Используем 
конструкцию  параметрического  поля  экстремалей,  вычисляемых  регрессив¬ 
но  [8].  Для  задания  терминальных  значений  переменных  х,  у  используем 
(гі+нг—1) -мерный  параметр  5  масштабированной  сферической  системы  ко¬ 
ординат 

Хі  (Т)  =раі  соз  $!,  х2{Т)  =ра2  зіп  соз  $2,  . хп(Т)  =рал  зіп  . . . 

(3.1) 

...  СОЗ  5„,  ...  ,  Угп(Т)  ==рап4т  5ІП  5І11  $2  .  .  .  8ІІ1  $п+т-2  зіп  (2$„+т_-і). 


где  0<$г<я,  1,  п+т—  1,  р— сопзі. 

Используем  параметр  установления  для  качественного  анализа  реше¬ 
ния  канонической  системы  (1.1),  (1.3).  За  переменную  установления  вы¬ 
берем  одну  из  компонент  медленной  составляющей  решения  х,  хк,  /се 
е1?  п.  Задав  начальные  значения  х,  у  равными  х(Г),  у  (Т)  определяем  все 
2(п+т)  корней  X  характеристического  уравнения.  Приближенное  реше¬ 
ние  канонической  задачи  Коши  формируем  в  виде 

2(п+т)  2  (п+чп) 

Х}(і)  =  Ц  аМ\  (0  =  Ц  Л/Ѵ,  7=1,2,...,», 

7=1  7=1 


2(п+т)  2(п  +  т) 

Уі(і)=  УатзЛ  *(0-Е*т*  1=1,2, 

7=1  1=1 

где  коэффициенты  а/,  гцт,  Ь*т,  б1;7  имеют  смысл  коэффициентов  с $  из  (2.4), 
(2.5)  и  определяются  аналогичным  образом.  Для  задания  параметров  хАт 
в  момент  времени  Т  имеются  терминальные  условия  в  (1.3),  параметр  5 
и  условие  принадлежности  терминальной  поверхности  (3.1).  К  допусти¬ 
мым  5  отнесем  те  из  них,  для  которых  начальные  условия  хЛт(:Г),  соответ¬ 
ствующие  быстрорастущим  (Ве  Х>0)  в  обратном  времеші  модальным 
функциям,  близки  к  нулю.  Варьируемые  значения  Х^{Т)  зададим  экви¬ 
валентными  величинами  на  левом  пограничном  слое  20+1(е).  Таким  об¬ 
разом,  приближенное  решение  канонической  задачи  Коиш  складывается 
на  отрезке  [^0+1(е),  Т]  только  из  регулярных  и  быстропадающих  (ВеХ< 
<0)  модальных  функций.  Вычисление  их  производится  по  соотношениям 
типа  (2.4),  (2.5)  по  обычным  схемам  метода  Эйлера  (или  его  модифика¬ 
ций),  причем  X  рассчитываются  при  приближенных  суммарных  х,  г/,  2, 
ф.  Расчет  быстропадающих  сингулярных  мод  ведется  только  в  правом  по¬ 
граничном  слое  с  шагом  интегрирования  порядка  0(е).  В  левом  погранич¬ 
ном  слое  к  приближенному  решению  добавляются  быстрорастущие  сингу¬ 
лярные  модальные  функции,  которые  также  вычисляются  с  малым  шагом 
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интегрирования  порядка  0(е).  Погрешность  определения  приближенного* 
решения  по  указанной  процедуре  может  быть  оценена  по  общей  схеме  п.  2. 
Семейство  экстремалей,  непрерывно  зависящее  от  параметра  5,  образует 
поле  экстремалей  [8].  Конструктивно  удобно  при  построении  синтезиру¬ 
емого  управления  выделить  в  поле  экстремалей  две  составляющие  —  мед¬ 
ленную  и  быструю.  При  расчете  пакета  экстремалей  для  медленного  поля 
параметры  хк^(Т),  соответствующие  сингулярным  модам,  обнуляются,  а 
для  быстрого  поля  при  фиксированных  х ьт  регулярных  мод  варьируются 
значения  х ^  сингулярных  мод.  Взаимовлияние  полей  необходимо  учиты¬ 
вать  в  пограничных  слоях  через  параметр  установления  Я. 

В  нестационарном  случае  возникает  необходимость  построения  одно¬ 
параметрического  семейства  полей.  Для  этого  параметр  р  подвергается  дис¬ 
кретному  разбиению  и  для  каждого  его  фиксированного  значения  строится 
стационарное  поле.  Для  детерминированной  системы  оптимальное  движе¬ 
ние  будет  осуществляться  в  одном  стационарном  поле,  которое  определя¬ 
ется  интерполированием  найденных  узловых  полей  по  р.  При  случайных 
воздействиях  система  будет  переходить  из  одного  стационарного  поля  в 
другое.  В  этом  случае  предложенный  подход  требует  обоснования. 

4.  Построение  синтезируемого  управления.  Пример.  Разбиение  поля 
на  медленную  и  быструю  составляющие  позволяет  естественно  выделить 
на  отрезке  управления  [*0,  Т\  зоны  их  влияния:  &і=[і0+1(г),  Т—  1  (е)  ]  — 
для  медленного  поля;  Я2=[*0,  ^0*М(е)],  Й3=[Г—  1(е),  Т]  —  для  быстрых, 
полей.  Процесс  построения  синтезируемого  управления  на  участке  по 
медленному  полю  и  на  участках  02,  Й3  по  быстрым  полям  может  быть  осу¬ 
ществлен  одним  из  способов,  описанным  в  [8,  9].  Здесь  же  рассмотрим 
важный  частный  случай:  пг^п,  п^2п.  Наличие  малого  параметра  облег¬ 
чает  непосредственное  нахождение  субоптимального  управления  путем 
выделения  модальных  функций  по  измеренному  состоянию  х\  у*  управля¬ 
емой  системы.  Пусть  4.  Тогда,  учитывая  только  регулярные  моды,  бу¬ 
дем  иметь  равенства 

2  п  2  п 

У  а?хк'=х*,  7=1, 2, ,  п,  ХЛТ;Г*Т=2/'*’  1=1,2, т. 

т=*  т=і  4.1  (4.1)? 

Коэффициенты  аД  Ъ?  в  общем  случае  зависят  от  всех  канонических  пе¬ 
ременных  х,  у ,  2,  г|5  и  должны  рассчитываться  при  х\  у \  г,  ф,  где  г,  ф,  оп¬ 
ределяются  как  суммы  соответствующих  мод.  Определение  а/,.  6/т  в  этом 
случае  производится  по  нелинейной  системе  (4.1),  причем  из  второй 
группы  уравнений  удаляются  т—п  уравнений.  Предположим  однозначную 
разрешимость  получающейся  системы  относительно  а/,  6гт.  Синтезируемое 
управление  получается  по  функции  V  из  условий  оптимальности  (1.3). 
Если  и  входит  в  систему  (1.1)  аддитивно,  то  коэффициенты  аД  Ь ,т  будут 
зависеть  только  от  х *,  у *  и  их  определение  упрощается.  В  пограничном  слое 
к  регулярным  модам  необходимо  добавить  сингулярные  моды.  Если  их 
общее  число  превышает  п+т,  то  использование  системы  (4.1)  недостаточ¬ 
но  для  нахождения  всех  мод.  Для  построения  синтезируемого  управления 
в  этом  случае  можно  использовать  связь  между  регулярными  модами,  на¬ 
пример,  в  виде  приближенного  (при  8=0)  равенства  $(і,  х,  у ,  и)=0,  где 
х,  у  —  суммы  регулярных  мод,  а  и  —  синтезируемое  управление  медленно¬ 
го  поля.  В  том  случае,  когда  я/,  Ъ?  не  могут  быть  определены  как  функции 
ж*,  у*  аналитически,  они  должны  аппроксимироваться  по  информации 
поля. 

Методику  построения  синтезируемого  управления  продемонстрируем 
на  примере.  Пусть  возмущенное  движение  самолета  относительно  горизон¬ 
тального  режима  полета  описывается  следующей  системой  ОДУ  (см.  [7] 
задачу  3  гл.  5,  где  уточнен  аэродинамический  момент  и  введен  демпфиру¬ 
ющий  момент) 

х=—хІТ0+у,  гу'=—с  со8  х(х—и)—<1у,  Г], 
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где  х  —  возмущение  угла  атаки,  у  —  возмущение  угловой  скорости  тапга- 
жа,  Т0  —  постоянная  времени  самолета  при  изменении  подъемной  силы, 
г  —  момент  инерции  самолета  относительно  центра  тяжести,  с  и  й  —  без¬ 
размерные  аэродинамические  коэффициенты,  и  —  произведение  угла  от¬ 
клонения  руля  высоты  на  его  эффективность.  Критерий  качества  управ¬ 
ления  оценивается  функционалом 

т 

]  =  ±-[х'{Т)+гу*{Т)]  +  -^\иЫі. 

Модальные  функции  канонической  системы  задаются  соотношениями 

х=\х,  У  =  $Х,  2=ѴХ,  1/Го, 

е$Х=1е2  со 8 2  х— с  соз  х— ѵ\=ѵ/Т0— с[зіп  (х—  |  х  со8  х)  — 

—  СОЗ#]|,  Е%х  =  —  Ѵ+гі|. 

Характеристическое  уравнение  распадается  на  два  квадратных  уравнения 
гХ2+(й+е/Г0)Я+с  соз  х+Д/Т0= 0  (при  1=0),  (в+х/ ( с  соз  х)  )Ѵ+  (сІ+е/Т0)  • 

•  (1—  х/(с  соз  х)  )ГК— сІ/Т0— х— с  (соз  х+х  8Іп х)  =0  (при  |^0).  Обозначим  Х2і 
Я3  —  регулярные,  Х4  —  сингулярные  корни  этих  уравнений  (Ке>иі<б, 
Ке?і4>0).  На  регулярном  участке  управления  синтезируемое  управление 
определяется  соотношениями 

Х2+Х3=Х*,  (^2+1  —  То)х2+('к3~\-ІІТо)х3  =  у*1  й  =  с  С08  ж*(\|52+'фз)  = 

=с  соз  х*{12[у*—(к3+1/Т0)х*]+13[у*—(),2+1/Т0)х*] }/ (Х2—Х3)  \х=х\ 

В  левом  пограничном  слое  будем  иметь  (здесь  использована  прибли¬ 
женная  зависимость  между  регулярными  составляющими  состояния,  по¬ 
лученную  из  второго  уравнения  исходной  системы  при  е=0) 

Хі+х=х\  (<кі+1/Т0)хі+у=у\  х=х2+х3,  у=у2+Уз, 
с  соз  х  [х—іі  (х,  у)  ]  =— йу, 
и=с  соз  х*  [ \іХі~\-\2х2~\-\3х3)  \  х=х\ 

Эта  нелинейная  система  может  решаться  численно  в  реальном  масштабе 
времени.  При  ее  решении  может  быть  использовано  также  представление 
у  через  х  по  формуле  Тейлора  в  окрестности  невозмущенного  движения. 
Аналогичные  вычисления  производятся  для  правого  пограничного  слоя. 

Предложенный  подход  исследования  сингулярно  возмущенных  систем 
имеет  много  общих  черт  с  известными  методами  ВКБ  [5],  теории  возмуще¬ 
ний,  линеаризации.  Введенные  модальные  функции  позволяют  проводить 
достаточно  полный  качественный  анализ  движения  динамической  системы 
и  хорошо  приспособлены  для  процедуры  синтеза  управления. 
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СУБОПТИМАЛЬНОЕ  И  АДАПТИВНОЕ  УПРАВЛЕНИЕ 
НЕПРЕРЫВНЫМИ  ЛИНЕЙНЫМИ  ОБЪЕКТАМИ 
С  ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 


Рассматриваются  непрерывные  линейные  динамические  объекты  с  запаздывани¬ 
ем  в  управлении.  Неизмеряемое  возмущение  ограниченно,  кусочно-непрерывно  и  в 
остальном  произвольно.  Предлагаются  регуляторы  типа  обратной  связи  от  наблю¬ 
даемого  выхода  к  управлению,  минимизирующие  максимальное  отклонение  выхода 
от  желаемого  значения  после  окончания  переходных  процессов.  Параметры  объек¬ 
та  управления  могут  быть  неизвестными;  в  этом  случае  регулятор  адаптируется  к 
их  значениям.  Решение  задачи  достигается  путем  сведения  исходных  непрерывных 
объектов  управления  к  дискретным. 

Введение.  Развитие  и  удешевление  цифровой  вычислительной  техни¬ 
ки  делает  возможным  и  желательным  реализацию  систем  управления 
непрерывными  объектами  на  базе  элементов,  функционирующих  в  диск¬ 
ретном  времени.  Часто  при  разработке  таких  систем  постулируется  не¬ 
которая  дискретная  модель  объекта  управления,  и  все  дальнейшие  по¬ 
строения  проводятся  в  дискретных  терминах.  Иногда  рассматривается 
непрерывный  или  даже  распределенный  [1]  регулятор,  который  при  реа¬ 
лизации  должен  быть  некоторым  образом  заменен  аппроксимирующей 
его  дискретной  схемой  (но  последствия  этой  замены  не  исследуются).  На¬ 
конец,  может  быть  проведен  и  полный  анализ  системы,  состоящей  из 
непрерывного  объекта,  замкнутого  дискретным  регулятором. 

Такой  анализ  особенно  актуален  при  построении  адаптивных  си¬ 
стем.  В  самом  деле,  если  задача  решена  для  дискретных  объектов  с  не¬ 
известными  параметрами,  то  условия  работоспособности  построенного  ре¬ 
гулятора  —  это  описание  классов  допустимых  объектов  и  возмуще¬ 
ний.  Предположим,  для  управления  непрерывными  объектами  мы  строим 
их  дискретные  модели  и  хотим  затем  применить  «дискретный»  резуль¬ 
тат.  Сразу  возникают  следующие  вопросы.  Первый:  как  описать  классы 
допустимых  объектов  и  возмущений?  Второй:  как  происходит  функцио¬ 
нирование  системы  в  моменты,  не  кратные  выбранному  шагу  (периоду) 
дискретизации  по  времени?  Наконец,  третий:  если  дискретный  регуля¬ 
тор  гарантировал  высокое  качество  процессов  для  дискретных  систем,  то 
что  можно  сказать  о  качестве  процессов  непрерывных? 

В  настоящей  работе  сделана  попытка  ответить  на  эти  вопросы  по 
отношению  к  задаче  оптимального  и  адаптивного  субоптимального  управ¬ 
ления  линейными  объектами  с  запаздыванием  в  управлении  в  присут¬ 
ствии  неизмеряемых  ограниченных  возмущений.  Для  дискретных  объ¬ 
ектов  эта  задача  довольно  давно  и  достаточно  полно  рассмотрена  в  ра¬ 
ботах  [2—5].  В  последнее  время  ряд  авторов,  в  основном  зарубежных 
[6] ,  вновь  возвращаются  к  этой  теме.  Для  непрерывных  объектов  зада¬ 
ча  рассмотрена  в  [1]  при  отсутствии  возмущений  и  без  рассмотрения 
вопроса  об  оптимальности  регулятора.  Здесь  обобщаются  результаты 
работы  [7] ,  в  которой  возмущения  учитываются,  и  гарантируется  опре¬ 
деленный  уровень  субоптимальности  регулятора.  Продвижение  вперед 
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по  сравнению  с  [7]  заключается  в  том,  что  класс  допустимых  объектов 
удалось  расширить. 

1.  Постановка  задачи.  Ниже  будут  рассматриваться  как  непрерывные,, 
так  и  дискретные  скалярные  линейные  объекты.  Они  описываются  со¬ 
ответственно  дифференциальными  или  разностными  уравнениями 

а(р)у(і)=Ъ(р)и(і-Т)+ѵ(і ),  (1.1) 

а(Ѵ)ук=$(Ѵ)ик-1+ѵк+п.  (1.2) 

В  уравнении  (2.1)  у(і),  и(і)  и  ѵ(і)  —  скалярные  функции  непрерыв¬ 
ного  времени  і,  [0,  °°),  Т> О,  р=й)й1  —  оператор  дифференцирования, 
а(р)  и  Ь(р)  —  многочлены  степеней  N  и  М  соответственно,  N>111.  В  урав¬ 
нении  (1.2)  {ук},  {щ}  и  {г^}  —  скалярные  последовательности,  1>  О,. 

V  —  оператор  сдвига  ( ѵУк=Ук+і,  ^2ук=ук+2  и  т.  д.),  а(Ѵ)  и  р(Ѵ)  —  мно¬ 
гочлены  степеней  пит  соответственно,  п>т.  Старшие  коэффициенты 
многочленов  а(Х)  и  а  (к)  равны  единице,  а  Ъ(к)  и  ^(Х)  отличны  от 
нуля.  Содержательный  смысл  входящих  в  эти  уравнения  величин  сле¬ 
дующий:  и  —  управление,  ѵ  —  неизмеряемое  возмущающее  воздействие, 
г/ —  наблюдаемый  выход,  Т  и  /  —  запаздывания.  Функции  и(і)  и  ѵ(і) 
предполагаются  кусочно-непрерывными,  так  что  разрешимость  уравне¬ 
ния  (1.1)  обеспечена.  Соответствующие  наборы  начальных  данных  будем 
считать  фиксированными  произвольным  образом;  для  всех  последующих 
построений  их  значения  безразличны. 

В  дальнейшем  под  регулятором  всюду  понимается  некоторая  обрат¬ 
ная  связь  от  наблюдаемого  выхода  к  управлению,  т.  е.  неупреждающее 
отображение  множества  функций  у(і)  в  множество  функций  и(і)  (для 
дискретных  объектов  —  отображение  множества  последовательностей  {ук} 
в  множество  последовательностей  {ик}). 

Фиксируем  желательное  значение  выхода  у*.  Пусть  объект  управ¬ 
ления  замкнут  каким-нибудь  регулятором.  Тогда  Пт  \у(і)—  у*\  и 

*-»•  оо 

Ііт  \ук—у*\  определяются  возмущающим  воздействием.  Рассмотрим  на 

К  — >оо 

множестве  всех  регуляторов  функционалы 


1 ,  =  зир  Ііт  |  у  | ,  /2  =  зир  Пт  |  ук—у*  | .  (1.3) 

1'еѴ'і  1-+  оо  ізеѴг  оо 

Здесь  Рі  и  V 2  —  множества  возможных  возмущений 

Ѵ^{ѵі):  \ѵ(і)\  Ѵ2={(ѵк)к10:  \ѵк\<С2Ѵк},  (1.4) 

С і  и  С2  —  фиксированные  константы.  С  тем  же  успехом  может  быть 
рассмотрено  отклонение  выхода  от  заданной  траектории  или  от  выхода 
эталонной  модели.  Ниже  для  простоты  формулировок  предполагается, 
что  г/*=соп5І,  однако  результаты  численных  экспериментов  приведены 
для  более  интересного  случая,  когда  у*  зависит  от  времени. 

Определим  минимально  возможные  значения  функционалов  (1.3): 
/і=Іп  /Л  по  всем  непрерывным  регуляторам  и  /2=Іп//2  по  всем  дискрет¬ 
ным  регуляторам.  Будем  называть  регулятор  стабилизирующим,  если 
для  ограниченных  возмущений  из  соответствующего  класса  (1.4)  замкну¬ 
тая  система  обладает  свойством  диссипативности,  т.  е.  любой  ее  процесс 
со  временем  входит  в  некоторый  компакт  в  полном  фазовом  пространст¬ 
ве  и  более  его  не  покидает.  Следуя  [8] ,  стабилизирующий  регулятор 
будем  называть  е-субоптимальным,  если  для  него  Л,  2^«Л,2 +е,  где  г>0. 
Эквивалентное  определение  [4]  в  данном  случае  неудобно  по  соображе¬ 
ниям  чисто  редакционного  характера. 

Рассмотрим  задачу  построения  адаптивного  субоптимального  регуля¬ 
тора.  На  содержательном  уровне  термин  «адаптивный»  означает,  что 
параметры  объекта  управления  частично  или  полностью  неизвестны, 
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т  регулятор  должен  обеспечить  желательное  значение  функционала,  при¬ 
спосабливаясь  (адаптируясь)  к  этим  неизвестным  параметрам.  Строгое 
определение  [4,  8]  сводится  по  существу  к  требованию,  чтобы  адаптив¬ 
ный  регулятор  был  субоптимальиым  для  целого  множества  объектов 
управления;  это  множество  называется  классом  адаптации.  Полное  опре¬ 
деление  включает  в  себя  также  точное  описание  сенсора,  т.  е.  набора 
известных  или  измеряемых  величин.  В  рассматриваемой  здесь  задаче 
сенсором  будут  служить  значения  наблюдаемого  выхода,  а  также  неко¬ 
торая  информация  о  неизвестных  в  целом  параметрах  объекта. 

2.  Формулировка  результатов.  Сформулируем  сначала  один  уже 
известный  [7]  результат  об  управлении  дискретными  объектами,  кото¬ 
рый  затем  будет  перенесен  на  объекты  непрерывные. 

Итак,  рассматривается  объект  (1.2)  с  возмущениями  из  класса  (1.4). 
Пусть  т=п—1  (это  непринципиально)  и  все  корни  многочлена  Р(А,)  = 
=ф,А,п_1+р2Хп“2+. .  .+рп  лежат  внутри  единичного  круга  комплексной 
плоскости.  Обозначим  через  В  множество  всех  таких  объектов.  В  лите¬ 
ратуре  они  получили  название  минимально-фазовых,  или  устойчивых  по 
управлению.  Значения  параметров  объекта  неизвестны.  Известны  лишь 
степени  п  и  т=п—  1  многочленов  а  (А,)  и  Р(Х),  знак  (1і  (для  определен¬ 
ности  примем  Рі>0),  запаздывание  /,  а  также  такие  положительные  ве¬ 
личины  Ф,  р  и  В,  что 

р<1,  рФ>/2,  Рі <5.  (2.1) 

Пусть 

и*=Фа*Ть,  (2.2) 


где  звездочкой  обозначено  транспонирование, 

фь=(у*,  ик- 1,  щ_2, . . . ,  На -п-і+1,  Ук »  Ук-іч  •  •  • ,  Ук-п+і)  *,  (2.3) 

а  тк  —  (2/г+/)-векторы  подстраиваемых  параметров.  Эти  векторы  вместе 
со  скалярными  величинами  сщ  последовательно  определяются  при  с 
помощью  рекуррентного  соотношения 

(  Т*  )=  Й(г/А-г/*.  р,  Ф,  фь-,,  т*-,,  т*-,,  со*-і,  (о*-,).  (2.4) 


Функция  й  ( • )  определяется  так 
&(ц,Ф,Ф,  т,  т',  со,со')  = 


т  ^ 

если 

(О  ’ 

если 

(і)>о/+Д(о, 

т'+Дт  \ 

если 

Ы>ф 

{і)'+ Дсо ' 

и 

со^о'+До), 

где  Дт=— 2/?-1ц  (1— рФ|  г||-1)  ІФІ^Фі  Асо=(|г]|-рФ)2|ф|-2.  При  /€=[0,/-1] 
вектор  Ті  фиксирован  произвольным  образом,  со;=0. 

Теорема  1  [7].  Регулятор  (2.2)  — (2.4)  адаптивен  в  классе  3  и 
(Ф—  /2)  субоптимален  в  смысле  функционала  (2.3). 

Приведенный  результат  очень  близок  к  более  ранним  [2]  и  отли¬ 
чается  от  них  более  сложной  функцией  Й(*)  в  уравнении  (2.4).  Это 
усложнение  позволяет  обойтись  без  некоторых  дополнительных  ограни¬ 
чительных  условий,  необходимых  для  работоспособности  регуляторов  [2]. 
Гарантируемый  теоремой  1  уровень  субоптималыюсти  зависит  от  неиз¬ 
вестной  величины  /2,  которая  принимает  различные  значения  для  раз¬ 
ных  объектов  (1.2)  из  класса  3.  При  этом  для  повышения  качества 
управления  требуется,  чтобы  величины  р  и  Ф  из  неравенств  (2.1)  были 
как  можно  ближе  к  единице  и  /2  соответственно,  что  увеличивает  огра¬ 
ничительное^  неравенств  (3.1) .  В  работе  [5]  описан  аналогичный  (2.2)  — 
(2.4)  адаптивный  регулятор,  субоптимальный  с  произвольным  заранее 
фиксированным  уровнем  е>0.  Никакой  априорной  информации  о  зна- 
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чении  /2  этот  регулятор  не  требует.  Результат  [5]  точно  также  может 
быть  перенесен  на  случай  непрерывных  объектов  управления,  как  это 
будет  сделано  ниже  для  теоремы  1.  Более  простой  регулятор  выбран  толь¬ 
ко  ради  компактности  изложения. 

Попробуем  применить  теорему  1  для  управления  непрерывным  объ¬ 
ектом  (1.1).  Дополним  регулятор  (2.2)  — (2.4)  аналого-цифровым  и  циф¬ 
ро-аналоговым  преобразователями 

ук=у(М),  и(М+е)=ик,  е^  [0,  сі) ,  к= О,  1,...,  (2.5) 

где  й  —  постоянный  шаг  (период)  дискретизации.  Из  (2.5)  следует,  что 
величины  ук  и  ик  удовлетворяют  некоторому  уравнению  (1.2),  коэффи¬ 
циенты  которого  определяются  коэффициентами  уравнения  (1.1)  и  пе¬ 
риодом  дискретизации  сі .  Рассмотрим  вопрос  о  том,  какие  объекты  (2.1) 
после  такой  дискретизации  переходят  в  минимально-фазовые  (устойчи¬ 
вые  по  управлению)  дискретные  объекты  (1.2),  т.  е.  в  объекты  из  клас¬ 
са  5.  Только  на  такие  объекты  может  быть  распространена  теорема  1, 
поскольку  для  дискретных  объектов  не  из  класса  2  регулятор  (2.2)  — 
(2.4)  делает  замкнутую  систему  неустойчивой.  Чтобы  сформулировать 
ответ,  определим  многочлены  ^ь(Я)  =%ь,  4+^ь,  2^+. .  іАь"“\  положив 


І-1 

^=(і+ 1)  2|(-1)‘ 

і  =  О 


(/- і)ь 

і\  (і+1-і)!  ’ 


Ь=  1,2,.... 

(2.6) 


Обозначим  через  ц*  корни  многочлена  5  (Я)  в  правой  части  уравне¬ 
ния  объекта  (2.1):  Ь(Л)=Ьі.(Я,-р.1)  (Я,-|Л2). .  .(Х-р,м).  Таким  образом, 
Ь  —  разность  степеней  многочленов  а(%)  и  Ь(^)  в  уравнении  (2.1).  Бу¬ 
дем  считать,  что  1=Т/сІ  —  величина  целая. 

Теорема  2  [9]  *.  В  результате  дискретизации  объекта  (1.1)  в  силу 
(3.5)  в  правой  части  уравнения  (1.2)  возникает  многочлен 

Ь  М 

№)-*&Ъь{й)  {1^,,-да-1 * 3  }Па-ехр(йц4(й))),  (2.7) 

3=1  і  —  1 

где  Ъь(сі)^Ъь,  щ(й)^щ  при  й-» 0. 

Замечание  [10].  Если  для  дискретизации  вместо  кусочно-постоян¬ 
ных  управлений  (3.5)  используются  кусочно-линейные  или  б-образные, 
то  формула  (3.7)  остается  справедливой.  Нужно  только  в  ее  правой 
части  заменить  в  фигурной  скобке  Ь  в  первом  случае  на  Ь+ 1,  а  во  вто¬ 
ром  —  на  Ь—  1. 

Обсудим  следствия  формулы  (2.7).  Определим  для  объектов  (1.1), 
(1.2)  их  степень  неустойчивости  по  управлению  (СНУ)  —  количество 
корней  многочленов  Ъ(Х)  и  вне  левой  полуплоскости  и  единичного 

круга  соответственно.  Пусть  Ъ  (А,)  не  имеет  корней  на  мнимой  оси.  Эле¬ 
ментарный  анализ  [10]  показывает,  что  ^і(Х)=1,  а  при  Ь>\  корни  ^ь(^) 
располагаются  следующим  образом:  ^2к(  — 1)=0,  ^2к+і(і-~ )^0,  отличных 
от  —1  корней  на  единичной  окружности  нет,  прочие  корни  относитель¬ 
но  единичной  окружности  симметричны:  если  ^Ь(А,)=0,  то  и  ^ь(1/А,)=0. 
В  силу  (2.7)  отсюда  следует,  что  СНУ  объекта  (1.2)  при  всех  доста¬ 
точно  малых  сі  превосходит  СНУ  объекта  (1.1)  на  целую  часть  величи¬ 
ны  (Ь— 1)/2.  Таким  образом,  устойчивыми  по  управлению  объекты  (1.2) 

1  Пользуясь  случаем,  хочу  принести  извинения  авторам  [9]  в  связи  с  тем,  что 

принадлежащую  им  теорему  я  без  ссылки  опубликовал  в  [10].  Работа  [9]  не  была 
тогда  мне  известна. 
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могут  быть  только  в  том  случае,  если  Ь(Я)  —  гурвицев  многочлен  степе¬ 
ни  не  ниже  N—2  (т.  е.  Ь< 3).  При  Ь—  1  СНУ  объектов  (1.1)  и  (1.2)  оче¬ 
видным  образом  совпадают,  и  неясным  остается  только  случай  Ь=2. 
Чтобы  проанализировать  его,  определим  величину  Л=Лі+Л2+. . . 

. .  щ— ц2— . . .— рілг— 2,  где  к,  и  [іі  —  корни  многочленов  а(к)  и  Ь(Х)  из 

уравнения  (2.1):  а('к)  =  ('к— кх)(к—к2). .  .(А,— Хм),  Ъ(Х)^=Ь2(к—  |Хі)  (Л, — |ш2) . . . 

. . . (А— |і^-2) .  Обозначим  через  К(А)  СНУ  объекта  (2.2),  полученного  при 
дискретизации  объекта  (1.1)  с  периодом  й. 

Теорема  3.  Пусть  Ь=2  и  многочлен  Ъ(к)  гурвицев.  Пусть  шаг 
дискретизации  й  достаточно  мал.  Тогда  К(Л)=  0  при  Л<0  и  К(А)  =  1 
при  Л>0. 

Обозначим  через  Ѳ  множество  таких  объектов  (1.1),  что  многочлен 
5  (А)  гурвицев  и  либо  Ь— 1,  либо  Ь= 2  и  Л>0.  Из  теорем  2  и  3  следует, 
что  для  любого  объекта  из  Ѳ  при  дискретизации  с  достаточно  малым  пе¬ 
риодом  й  получается  объект  (1.2)  из  класса  5,  т.  е.  устойчивый  по  управ¬ 
лению.  Если  же  исходный  объект  не  принадлежит  Ѳ,  то  при  достаточно 
малых  й  объект  (1.2)  может  принадлежать  Е  только  в  том  случае,  если 
Л=0  или  6  (А,)  имеет  корень  на  мнимой  оси.  Последние  два  условия  вы¬ 
деляют  множество  меры  нуль  в  пространстве  коэффициентов  (1.1). 
С  точностью  до  этого  множества  Ѳ  —  это  класс  всех  объектов,  которые 
переходят  в  минимально-фазовые  при  дискретизации  с  достаточно  малым 
периодом.  При  отсутствии  запаздывания  Ѳ  совпадает  с  классом  «мееров- 
ских»  [11]  объектов,  стабилизируемых  любой  достаточно  сильной  обрат¬ 
ной  связью  к(0==—8І^п(6ь)Гу  {і) .  Точнее,  для  объектов  (1.1)  из  Г  при 
всех  достаточно  больших  Г  корни  характеристического  многочлена  замк¬ 
нутой  системы  а(Х)+Г|йь|6(А)  лежат  левее  мнимой  оси  и  отделены  от 
нее  равномерно  по  Г. 

Рассмотрим  теперь  вопрос  о  возмущениях.  Легко  видеть,  что  при 
дискретизации  объекта  (2.1)  в  правой  части  (2.2)  получаем  величины 

А  А  А  N  N 

ІЙ$4  Й$2  .  .  .  (І8ГІ.  (2.8) 

оо  о  і=і  і  =  1 

Пусть  в  уравнении  (1.1)  к(-)^Е1.  Тогда,  разумеется,  определяемая  ра¬ 
венством  (2.8)  последовательность  {кА}  принадлежит  Ѵ2  при  некото¬ 
ром  С 2.  Формула  (2.8)  не  может,  однако,  задавать  отображение  класса 
Ѵх  на  класс  Ѵ2:  не  для  всякого  элемента  Ѵ2  существует  его  прообраз 
из  V х.  Так,  например,  не  могут  одновременно  иметь  место  оба  равенства: 
ѵк=С2,  ѵк+х=—С2.  Поэтому  для  управления  непрерывными  объектами 
теорема  1  неприменима,  даже  если  нас  не  интересуют  значения  выхода 
в  некратные  й  моменты.  Тем  не  менее  регулятор  (2.2)  — (2.4)  остается 
[7]  адаптивным  в  некотором  подклассе  Ѳ  и  даже  субоптимальным  в 
смысле  «непрерывного»  функционала  /4. 

Обозначим  через  Ѳ1  множество  тех  объектов  из  класса  Ѳ,  у  которых 
степень  многочлена  Ъ  (А.)  равна  N—  1.  Будем  считать  известными  запаз¬ 
дывание  Т  и  такие  положительные  величины  Ф  и  р,  что  р<1,  рФ>/і. 
Известным  (для  определенности  положительным)  будем  считать  знак  Ь[7 
т.  е.  старшего  коэффициента  полинома  5  (А),  а  также  Ъ  —  оценку  свер¬ 
ху  Ьх<Ъ. 

Теорема  4.  При  В=сІЪ  регулятор  (2.2)  — (2.5)  адаптивен  и  (Ф— /і  + 
Л- О  (й) )  субоптимален  в  классе  Ѳ1  в  смысле  функционала  /4. 

Обозначим  через  Ѳг  множество  объектов  из  классса  Ѳ,  у  которых 
корни  многочлена  а(А)  в  уравнении  (1.1)  не  превосходят  г  по  абсолют¬ 
ной  величине.  Чтобы  включить  в  класс  адаптации  объекты  с  немакси¬ 
мальной  степенью  6  (А),  дополним  уравнение  (2.4).  Возьмем  Ф'>0  и 
определим  векторы  т*' 


ѵк 


=  1 1  . . .  I  ехр  (  5 Да  )ѵ  (ай  -  ^  ) 


> 


(2.9) 


т/ — Т& Г7  {Ук~Ук- 1)  ( фл—  г  ф а—  г — і )  , 

*  I  ф*-« — фл-і— 1 1 

если  \Ук—Ук-і\>Ф'  и  т/=т*-і=...=т 
т/=тА,  если  \Ук~Ук-і\^Ф'  или  хк'Ф%кЧ, 

ММ+1]. 

Вновь  обозначим  тЛ=т*'  и  положим  В=діЬ. 

Теорема  5.  Для  любого  г>0  регулятор  (2.2)  — (2.5),  (2.9)  адапти¬ 
вен  и  (Ф—  Іх+0(й))  субоптималеп  в  классе  Ѳг  в  смысле  функционала 
/і,  если  значение  Ф'  достаточно  велико. 

Замечание.  Пусть  кроме  перечисленных  выше  величин  известны  еще 
две  —г  и  Си  где  С^Си  С{  —  величина,  определяющая  класс  возможных 
возмущений  (2.4).  Тогда  в  теореме  5  можно  явно  указать  допустимое  зна¬ 
чение  Ф\  положив 

Ф'=2{  Ф+[  ( 1+Nс^) 1]  ехр (2 гТ)С,1т) . 

3.  Результаты  численного  моделирования.  Рассмотрим  объект  управ¬ 
ления  (2.1)  при  сі(р)=р2— 10/?,  #(р)=р+10,  Г=1/10.  Компоненты  век¬ 
тора  То  рассчитаем  как  коэффициенты  О  (А)  —  субоптимального  неадап¬ 
тивного  регулятора  [7],  но  не  для  истинных  параметров  объекта,  а  для 
а(р)=р2—8р,  #(/>)=0.9/?Т-7.2.  При  выбранных  параметрах  /і^О.ОТІб. 
Поэтому  Ф=0,02  и  р=0,7  удовлетворяют  условиям  теоремы  4.  Положим 
#=1.25,  С4=1,  сі= 0.025. 

Результаты  численного  моделирования  системы  (1.1),  (2.2)  — (2.5) 
с  описанными  параметрами  приведены  на  рисунке.  Черным  цветом  за¬ 
крашена  область  между  графиками  у(і)  и  у*{і),  где  у* (0  —  желаемое 
значение  выхода.  Ломаные  линии  —  графики  функций  у*(і)±Іи  Только 
оптимальный  регулятор  способен  при  всех  возможных  возмущениях  удер¬ 
живать  выход  объекта  между  этими  линиями,  и  сузить  эту  полосу  не¬ 
возможно.  Отклонение  выхода  объекта  от  этой  полосы  характеризует  ка¬ 
чество  адаптивного  регулятора.  В  данном  эксперименте  при  [7]  гра¬ 
фик  у(і)  из  этой  полосы  не  выходит. 

4.  Обоснование  результатов.  В  доказательстве  нуждаются  теоремы 
3  и  5.  Теорема  5  доказана  в  [7]  для  множества  Ѳ1  вместо  Ѳг.  Чтобы 
дополнить  ее  доказательство,  достаточно  использовать  теорему  3  вместо 
теоремы  2.  Ограничимся  поэтому  доказательством  теоремы  3. 

Перепишем  в  векторно-матричной  форме  уравнение  (1.1)  при 
ѵ(і)  =0 

Ах(і)  ІсІІ=Ах(і)  -\~Ви(і) ,  у(і)=С*х(і) . 


3* 


(4.1) 
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Здесь  х{і)  —  /Ѵ-мерный  фазовый  вектор,  а  {^1,  В ,  С)  —  произвольная 
тройка  матриц  размерности  NXN,  /ѴХ1  и  NX1  соответственно,  удовлетво¬ 
ряющих  следующим  условиям:  пара  ( А ,  С)  вполне  наблюдаемая. 
Аеі{ХІ-А)=а(Х),  а{Х)С^{ХІ-А)-'В=Ъ{Х) ,  где  А,  -  произвольное  комп¬ 
лексное  число,  /  —  единичная  /ѴХ/Ѵ-матрица.  Обозначив  хк=х(М),  из 
(3.5),  (5.1)  получаем,  что  при  всех  к  справедливы  равенства 

хк±і=  ехр(сМ)#ь+УІ“1[ехр(сМ )  —  І]Вик~і,  ук=С*хк. 

Это  уравнение  —  векторно-матричная  форма  записи  уравнения  (1.2). 
Следовательно,  [3  (А)  /а  (А)  =С*  [XI—  ехрЫЛ )]  ~ІА~І  [ехр(сМ)  —I]  В.  В  усло¬ 
виях  теоремы  С*В= О,  С*АВ=Ъ2 ,  С*А2В=Ъ2А.  Поэтому  $(0)1а{0)  — 
=  С*А-1  [ ехр  {-(ІА)  -I]  В=-ЛС*В  +( гі2/ 2)  С*АВ  +  0{й*)  =  (й2/2)  Ъ2  +  0  (й3) , 
Р(  —  1)/а(—  1)  =С*^1_1[/+ехр(<М)  ]_1  [/— ехр(<М )]/?=—  (й/2)С*І?+(й3/24)Х 
ХС*П2Б+^  (^5)  =  ( <2724)  Ь2Л+0  ( й5 ) . 

Пусть  (і  достаточно  мало.  Тогда  знаки  (}(  — 1)/а(— Т)  и  ^(0)/а(0) 
совпадают  при  Л>0  и  противоположны  при  Л<0.  Следовательно,  Р(А<) 
имеет  корень  на  интервале  (  —  1,0)  при  Л<0.  Если  же  Л>0,  то  ^(л) 
имеет  корень  на  полуоси  (  — °°— 1),  поскольку  знак  $(— 1)/а{— 1)  совпа¬ 
дает  со  знаком  Ъ2,  а  знак  р(— з)/а{— з)  противоположен  знаку  Ъ2  при 
всех  достаточно  больших  5  в  силу  (3.7).  Все  остальные  корни  по  теоре¬ 
ме  2  имеют  вид  ехр(щ(й)),  где  рг(</)-^Цг  при  й-* 0,  Ке  щ<0.  Теорема 
доказана. 
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МАКСИМИННАЯ  ЗАДАЧА  РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  СРЕДСТВ 
НАПАДЕНИЯ  И  ОБОРОНЫ  (II) 

Рассмотрена  максиминная  задача  распределения  средств  нападения  и  обороны 
по  совокупности  объектов  при  аддитивной  функции  эффективности.  С  помощью  вы¬ 
пуклых  аппроксимаций  функций  эффективности  построена  приближенно  эквивалент¬ 
ная  максиминная  задача.  Для  этой  задачи  установлены  условия  оптимальности  стра¬ 
тегий  нападения  и  обороны,  приводящие  к  простым  алгоритмам  построения  этих 
стратегий.  Рассмотрен  пример  решения  типовой  максиминной  задачи. 

Введение.  Рассматривается  обобщение  известной  в  литературе 
[1,  2]  максиминной  задачи  распределения  средств  нападения  и  оборо¬ 
ны  по  совокупности  объектов.  Для  решения  задачи  используется  под¬ 
ход,  примененный  автором  ранее  в  работе  [3] :  с  помощью  выпуклых 
аппроксимаций  функций  эффективности  формируется  приближенно  экви¬ 
валентная  максиминная  задача,  для  которой  удается  установить  простые 
и  удобные  для  практики  условия  оптимальности  стратегий  нападения  и 
обороны.  Приведен  пример  решения  максиминной  задачи. 

1.  Постановка  задачи.  Рассматриваются  две  стороны  —  А  и  В.  Сто¬ 
рона  А  имеет  X  средств  нападения,  а  сторона  В  —  У  средств  обороны. 
Эти  средства  распределяются  по  п  объектам  в  соответствии  с  век¬ 
торами  #={хі},  у={у Д,  /=1,  п.  Каждое  средство  обороны  может  пора¬ 
зить  одно  средство  нападения,  атакующее  /-й  объект,  с  вероятностью 
о^>0.  Эффект  от  распределения  средств  сторон  на  ;-м  объекте  опреде¬ 
ляется  функцией  уз),  а  на  всей  совокупности  объектов  —  функцией 

р(^у)=2іі  и(*ьѵг)- 

Целью  стороны  А  является  максимизация,  а  целью  стороны  В  —  ми¬ 
нимизация  у).  Пусть  сторона  А  должна  первой  распределить  свои 

средства,  выбрав  некоторый  вектор  х ,  который  остается  неизменным  в 
процессе  всей  операции.  Этот  вектор  станет  известен  стороне  В  перед 
распределением  ею  своих  средств.  В  этом  случае  требуется  определить 
векторы  ж0,  у\  реализующие 

шах  тіп/Ц#,  у)  (1.1) 

X  у 

при  условиях 

Г  Х„  у,> 0.  (1.2) 

Рассмотрим  следующую  наиболее  типичную  схему  определения  функ¬ 
ций  /і(#і,  Уі)  (схема  1  в  работе  [3]).  Пусть  каждое  из  X  средств  на¬ 
падения  обстреливается  не  более  чем  одним  средством  обороны.  Если 
Х>У,  то  Х—У  средств  нападения  не  обстреливаются,  а  если  Х<У,  то 
У—Х  средств  обороны  остаются  в  запасе.  Тогда 

2/ 

1і  Уі)  =  У,  Сх)^%г~  ф;  (хі~ 0  .  (1-3) 

г=0 
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где 


И] 


^=тіп(я,,  у}),  Рі=1— а^,  ф Лхз)={з(х»  0)  фД0)=0. 


На  практике  фДяД  —  обычно  строго  вогнутые  возрастающие  ограни¬ 
ченные  сверху  функции.  В  этом  случае  /Да?;,  г/;)  обладают  следующими 
свойствами  (рисунок): 

1)  /Д#;,  Уі)  вогнуты  и  убывают  по  у$  в  области  0<у;<«Г;  и  не  зависят 
от  Уі  в  области  у^х$\ 

2)  Ізіхз,  Уі)  при  X]  >  уі  точно  или  приближенно  представимы  в  виде 

/і(*і,  &)=Фі(?лНфД(1-л)яД,  (1.4) 


где  0<&<1,  Рз=1—ді.  Первое  свойство  нетрудно  установить,  анализируя 
выражение  для  /Д#;,  Уі).  Второе  свойство  обсуждено  в  [3]. 

В  дальнейшем  будем  пренебрегать  условиями  целочисленности, 
а  функции  ф ДжД  считать  дифференцируемыми  в  допустимой  области. 

2.  Решение  задачи.  Для  принятой  схемы  определения  функций 
/Дж&  Уі)  достаточно  рассмотреть  решение  задачи  при  Х>У.  Введем 
функции 


Із(Хі,0)  /і  {хіч  Уі  хі)  Фі  (Хз)  ф іІЯіХ]) 


(Хз) : 


Хі 


Рі  Фі'  (0) 


при  #;>0, 
при  Хз— 0. 


(2.1) 


Нетрудно  видеть,  что  со Д#;)  непрерывны  и  монотонно  убывают  по  х^. 
Построим  для  каждоіі  функции  /Дгс ;,  г/Д  выпуклую  по  Уз  аппрокси¬ 
мацию: 


^  /іОѴУ;)  =  ф;Ол)  при 


Функции  Н3 (Хз,  Уз)  на  отрезке  линейно  убывают  по  г/;,  а  справа 

от  Уз=Хз  постоянны  по  Уз. 

Рассмотрим  задачу  о  минимуме  по  у  при  условии  (1.2)  функции 


Н(х,у)  = 


к,  (х3,  у,) . 


Очевидно,  что  вектор  у*  является  решением  этой  задачи  в  том  и  только 
в  том  случае,  если 

Уі*=Хз  при  <оДяД>А,, 

Уз*<Хі  при  соД#;)  =Х,  (2.3) 

Уз*— 0  при  СО;  (Хз)  <Я,  Х>0. 


При  с Оз(Хз)^=Х,  /=1,  п,  решение  задачи  о  минимуме  по  у  функции  II (х,  у) 
единственно,  причем  /гД#;,  у*)  =/Дя;,  Уі*)-  Если  же  (0;=А,  для  некоторого 

множества  номеров  /  и  0<У—  ^^Уі*  <  ^ 


то  существует  множество 
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решений  у*,  различающихся  значениями  компонент  г/Д  /е/.  В  этом  слу¬ 
чае  будем  рассматривать  подмножество  Уорг  решений,  такое  что  для  всех 
7е/  либо  Уз*=Хі,  либо  г/;*=0,  за  исключением  не  более  чем  одного  номера 
7=г,  для  которого  может  быть  0 <уг*<хг.  Тогда  значения  функций  и  /* 
не  совпадают  только  для  этого  номера  г. 

Пусть  теперь  Уорі,  тогда 

Я(х,  у*)=Р(х,  у°)-в(х),  (2.4) 


где  г/°  —  решение  задачи  о  минимуме  Р  (х,  у)  по  у,  а  0(.г)=0,  если  номер 
г  отсутствует,  и  Ѳ  (х)  </г(хг,  уг*)  —  К{хг,  уг*)  —  в  противном  случае. 

Согласно  (2.4),  с  погрешностью  не  более  Ѳ(х)  тіп/Д.г,  у)  в  (1.1)  мо¬ 
гу 

жет  быть  заменен  на  тіпЯ(х,  у).  Как  отмечено  в  [3],  в  практических 

у 

задачах  количество  объектов  п  и  количество  средств  нападения  X  и  обо¬ 
роны  У  обычно  велико  и  тогда  Ѳ  не  превышает,  как  правило,  1—2%  от 
величины  Р (х,  у0).  Кроме  того,  положив  уг*=хг  или  г/г*= 0,  можно  полу¬ 
чить  точное  решение  задачи  о  минимуме  Р (х,  у)  для  несколько  большего 
или  меньшего,  чем  заданное,  значения  У. 

Таким  образом,  для  задачи  (1.1),  (1.2)  можно  сформулировать  сле¬ 
дующую  точно  или  приближенно  эквивалентную  задачу:  требуется  опре¬ 
делить  векторы  х *,  г/*,  реализующие  при  условиях  (1.2) 


шах тіп#(;г,  у). 


(2.5) 


При  фиксированном  х  оптимальный  вектор  у*  легко  определяется  из 
условий  (2.3).  Для  оптимальной  стратегии  х*  имеет  место  следующее 
утверждение. 

Теорема.  Для  того  чтобы  вектор  х*  был  оптимальной  стратегией 
нападения  в  максиминной  задаче  (2.5),  необходимо  выполнение  условий: 

а)  Яі ф/(№*)=М'-Ѵяі*>0, 

<|я— Я,  ж,*=0,  /е/А={/:  о)Д0)>Я,  ц>ЬДЯ)}; 

в)  <аі(х1*)=%,  /е/в={/:  «;(0)>Я,  а,(Я)  <р,<&,(А)}; 

с)  ф/(я;*)=М-,  х,*>0, 

<|х,  а^*=0,  /е/с={у:  соД0)<Я  или  р,<а,-(Я)}; 

4)  У..-Е-  "* 


в 


где  ц>0,  А,  — величина,  определяемая  условиями  (2.3), 


В 

аДА,)=<р/(я:ДЯ)),  &і(А,)=Я+^ф;Ч^а:ДЯ) ),  а  х^(Х)  определяются  из  урав¬ 
нений  соДяДЯ) )  =Я. 

Доказательство.  Пусть  х*,  у*  —  решение  задачи.  Тогда  справед¬ 
ливо  (2.3)  и  для  любого  допустимого  направления  'у 


Лт#*(я*)<  О, 


(2.6) 


где  Н*(х)=Н(х ,  г/*  (я)),  у*  (х)  еУор1.  (х) ,  Уорі(^)  —  множество  допустимых 
векторов  у,  минимизирующих  Н(х ,  у)  при  данном  х ,  а  —  знак  произ¬ 
водной  по  направлению  Ч={Чз},  /=1,  п.  Допустимо  направление,  для  ко¬ 
торого  2  Ъ=0,  Для  всех  Г-  ^і=0.  Для  вычисления  производной  бу¬ 

дем  пользоваться  ее  определением: 


#ТЯ*  (х)  =  Пт 

8->0 


Н(х\  уі)-Щх,  у*) 
г 


где  х^х+уе,  уТеѴор4  (хТ) ,  у*^іоѵХ  (х). 


(2.7) 
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Введем  множества 

Л  —  {/ :  ^*>0,  соД^*)>^},  /2=>{у:  я,*>0,  ©*(*♦)  =Я}, 

/з  =*{/:  я, ■*>(),  <оДя,-*)<Я},  /4=  {/:  я;*=0}. 

Пусть  все  эти  множества  не  пусты. 

Согласно  (2.3),  у,*= 0  для  всех  у€=/3,  тогда  по  теореме  Куна  — Танкера 
ф/0г,*)=ц,  /е/3)  |Л>0.  (2.8) 

Определим  ВіН*(х*)  по  направлению  ,ув=1,  'у*=— 1,  5,  Для  этого 

направления  а:5т=л:5*+8,  хі'1=хі*—г,  х?=х*,  у ‘Фз,  і.  Так  как  соДяД  —  не¬ 
прерывные  монотонно  убывающие  функции,  то  при  малом  е  (оД#/)>Л, 
/е/1в  Тогда  в  соответствии  с  (2.3)  г/8т=#8*+е,  уі1=Хі*—е,  у?=Уі*,  /^=5, 
По  формуле  (2.7) ,  учитывая  (2.2)  и  (2.6) ,  получим 

/)тЯ*(г*)=д8ф/(^8*)-д^ф/(^^^)<0. 

Взяв  производную  по  противоположному  направлению,  получим  обратное 
неравенство.  Таким  образом, 

^ф/(^*)=ц1,  /е/4,  Ц!>0.  (2.9) 

Рассмотрим  далее  допустимое  направление  — 1,  ^/3;  Ъ=:Ѵі(е)>0 

для  всех  ;^/2;  ^=0,  7^/2,  у^,  где  уДе)  выбраны  так,  чтобы  при  любом  е 
величины  о Д#іт)  для  всех  у^/2  оставались  равными  между  собой  (это  воз¬ 
можно,  так  как  юД#Д  —  непрерывные  монотонно  убывающие  функции). 
Легко  установить,  что 

Ѵ,(0)-1/и/<г,*>«),  «-1І-77ПТ. 


Вектор  ,гт  имеет  вид:  ж,т=а;,*— е;  ,г/=.гі*+'уДе)  е,  х^—Хі*, 

Вектор  г/т  при  малом  е  в  соответствии  с  (2.3)  имеет  вид:  г/(т=0; 

/е/2;  у?=у*,  /<рё/2,  /=7 Ч.  Кроме  того,  ^  Уі*  =  V ,г/Л  Воспользовавшись 
теперь  формулой  (2.7),  получим 

0:Н*  (х*)  =-р  +  4  Иі  [-^ФтГ  -  Л*  ]<  0. 

Л  1  ф;  (*,*)  -1 


5  Г 


Обозначив  второй  член  через  Ф(^),  имеем  Ф(Х)<р.  Рассмотрев  противо¬ 
положное  направление,  получим  Ф(А,)>ц,  т.  е.  Ф(Х)=ц.  Отсюда  следу¬ 
ет,  что 


Гій* 


ц-ф/(^*) 

-с д/(Хі*) 


(2.10) 


Рассмотрев  далее  направление  ^,=—1,  Ъ=Уі(е)  Для  всех  У6^ 

и  противоположное  ему  направление,  аналогично  предыдущему  случаю 
получим 

Р!=р.— X.  (2.11) 

Разделим  множество  Л  на  два  подмножества:  Л‘={/:  УеЛ,  ®Д0)<Х}, 
/4*=/4\/4‘.  Для  направления  •у*= — 1,  ^.=1,  имеем  /)7Я*(х*)  = 

==— р+ф/(0),  т.  е. 

ф/(0)<ц,  /е/*‘.  (2.12) 

Аналогично 

ц>Я+&ф/(0),  /е/42. 
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(2.13) 


Таким  образом,  для  оптимальности  х*  необходимо  выполнение 
и  условий,  объединяющих  (2.9),  (2.11),  (2.13)  и  (2.8),  (2.12): 

соі(^*)>Х,  Х+зд/ (дл*)  =р,  х*>0 , 

<Р,  ^*=0; 


(2.10) 

(2.14) 


СО;(^*)<Х,  ф/(^)=|і,  #;*>0, 

<Р,  Я;*=0; 


(2.15) 


С0;(^*)=Х,  если  не  выполняются  (2.14)  и  (2.15).  (2.16) 

Рассмотрим  соотношения  (2.15).  Так  как  ц>/ (х,)  и  соД-гД  —  монотонно 
убывающие  функции,  то  (2.15)  эквивалентно  условиям  с)  теоремы.  Ана¬ 
логично  для  условий  (2.14)  и  а),  а  следовательно,  (2.16)  и  в).  Наконец, 
поскольку 


о)/(^*)=-[Ь,(Х)-а,(Х)  ]/яД  /еЕ/2, 


то  (2.10)  эквивалентно  условию  6)  теоремы. 

Если  некоторые  из  множеств  ^к,  к= 1,  4,  пусты,  то  те  из  условий 
а)— сі)  теоремы,  которые  относятся  к  непустым  множествам,  устанавли¬ 
ваются  аналогично. 

Теорема  доказана. 

Условия  теоремы  для  любой  пары  значений  X,  р  определяют  вектор 
#(Х,  р),  а  в  совокупности  с  (2.3)  —  вектор  (возможно,  не  единственный) 

у  (X,  р).  Обозначим  Х(Х,  р)=^  #ДХ,  р),  У  (X,  р)  =  ^  уДХ,  р).  Для 

решения  задачи  необходимо  найти  все  значения  X,  р,  при  которых 
Х(Х,  р)=Х,  У(Х,  р)=},  и  выбрать  из  них  пару  X*,  р*,  доставляющую 
максимум  функции  Н(х(Х,  р),  у(Х,  р)).  (Заметим,  что,  согласно  (1.3), 
при  Х<У  достаточно  решить  задачу  для  Х=У\  при  этом  следует  вос¬ 
пользоваться  условиями  а)  теоремы,  которые  в  данном  случае  не  только 
необходимы,  но  и  достаточны  для  оптимальности  х*.)  Поскольку  ф/(#Д 
и  соДх, )  —  непрерывные  монотонно  убывающие  функции,  то  при  возраста¬ 
нии  р  величина  Х(Х,  р)  изменяется  непрерывно  (при  ^>0)  от  неограни¬ 
ченно  больших  значений  (при  р-^0)  до  нуля.  Следовательно,  для  лю¬ 
бого  X  существует  кривая  Х(р),  вдоль  которой  Х(Х(р),  р)  =Х.  Для  оты¬ 
скания  X*,  р*  можно  осуществить  движение  по  этой  кривой,  фиксируя 
пары  X,  р,  при  которых  У  (X,  р)=У. 

Рассмотрим  важный  для  практики  частный  случай. 

Пусть  Рз=  1  (т.  е.  уу=  0)  и  Х<У.  Тогда  допустимый  вектор  х*  явля¬ 
ется  оптимальной  стратегией  нападения  в  задаче  (2.5)  в  том  и  только  в 
том  случае,  если  выполняются  условия  в ),  с),  д)  теоремы. 

Необходимость  этого  утверждения  очевидна,  так  как  если  Х<У  и  д^^ 
=0,  то  /А=0.  Достаточность  следует  из  того,  что  при  /а— ^ 
Х(Х,  р)  убывает  по  X  и  р,  а  У  (X,  р)  убывает  по  X  и  возрастает 
но  р,  а  следовательно,  существует  единственная  пара  X*,  р*  для 
которой  Х(Х*,  р*)=Х,  У  (X*,  р*)=У. 

3.  Пример  решения  максиминной  задачи.  На  практике  функции 
ф/(#Д  обычно  выражаются  (хотя  бы  приближенію)  в  виде  фД^Д  — 
=сД  1—е~к*х*).  В  этом  случае,  как  показано  в  [3],  ^=1+1п(а;+^е“А/)Д;- 

В  соответствии  с  (2.1)  о)Д0)  Для  всех  /:  кісірі'>'к  определим 

величины  яДХ)  из  уравнений  соДхДХ) )  =Х,  которые  в  данном  случае  име¬ 
ют  вид 

=я. 

X 

Вычислим  далее  для  всех  /:  й^рр>Х  величины  аі(Х)—кісіе~}і^і^);  ЬДХ)  = 
=Х+к,сме-к>д’х!{Х). 
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Зададим  некоторые  значения  X,  р  и  определим  вектор  х(Х,  р),  удов¬ 
летворяющий  условиям  а),  в),  с)  теоремы,  и  вектор  у  (X,  р),  удовлетво¬ 
ряющий  (2.3)  и  условию  (1 )  теоремы  (предполагая,  что  У). 

Дл я/€=/а=.{/:  к&рр>Х,  р >ЬДЯ)} 


[ _ 1  1п  іх-Х 

%з  (Я,  р)  “  I  ^]С]Я.з 

I  о 


при  й^ад>р— Я, 
при  &і^д^р— X. 


У  ЛК  В)- 


Для  /е/в={/:  /сісірі>Х,  аДЯ) <р<ЬДЯ)}  яДЯ,  р)=яДЯ),  величина  Ув* 
определяется  из  условия  сі)  теоремы,  а  компоненты  уДЯ,  р)  —  произволь¬ 
ные  величины,  удовлетворяющие  условиям  0<г/,<#ДЯ,  р)  и  г/,=  Ув*. 

іе-7в 

Для  того  чтобы  у  (Я,  р)еУорѣ7  следует  положить  г/ДЯ,  р)  равными  0  или 


Хі,  за  исключением  не  более  чем  одного  номера 
быть  0 <уг(Х,  \і)<хг{Х,  р). 

Для  / е=/с={/:  к&рз<Х  или  р<аДЯ)} 

г,  для  которого  может 

ЪІк  (.0=! 

(  11п  >* 

к]  к]С] 

при 

кіС^  р, 

1  0 

при 

р, 

у  Лк  и)  = 

0. 

Решение  задачи  дает  пара  X*,  р*,  при  которой  X ( X *,  р*)  =Х,  У  (X*,  р*)  = 
=  У,  а  значение  функции  Н(х(Х*,  р*),  г/ (Я*,  р*))  максимально. 
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ЧИСЛЕННЫЕ  АЛГОРИТМЫ  КВАНТИЛЬНОЙ  ОПТИМИЗАЦИИ 
И  ИХ  ПРИМЕНЕНИЕ  К  РЕШЕНИЮ  ЗАДАЧ  С  ВЕРОЯТНОСТНЫМИ 

ОГРАНИЧЕНИЯМИ 

Рассматривается  задача  о  минимизации  площади  взлетно-посадочной  полосы 
(ВПП)  при  заданном  ограничении  на  вероятность  успешной  посадки.  В  статье  пред- 
лагаются  новые  подходы  к  решению  задач  стохастического  программирования  с  ве¬ 
роятностными  ограничениями. 

Введение.  В  предлагаемой  статье  рассматривается  нетрадиционный 
класс  задач  стохастического  программирования,  оптимизируемым  крите¬ 
рием  в  которых  является  квантиль  распределения  функции  случайного 
аргумента.  Работ,  в  которых  до  настоящего  времени  такие  задачи  рас¬ 
сматривались,  сравнительно  немного,  и  посвящены  они  в  основном  ис¬ 
следованию  качественных  свойств  функции  квантили  (таких,  как  непре¬ 
рывность,  выпуклость).  В  настоящей  статье  предлагаются  два  алгоритма 
типа  стохастической  аппроксимации,  ориентированные  на  минимизацию 
функций  квантили  высоких  порядков.  Первый  из  них  основан  на  довери¬ 
тельном  подходе,  сводящем  исходную  задачу  к  гарантирующей  мини¬ 
максной.  Во  втором  алгоритме  используются  непосредственные  статисти¬ 
ческие  -оценки  квантилей,  в  том  числе  по  выборкам  малого  объема.  При 
определенных  условиях  оба  алгоритма  обеспечивают  сходимость  почти 
наверное  соответствующих  рекуррентпых  процедур,  причем  первый  — 
к  гарантирующему  решению,  а  второй,  более  трудоемкий  —  к  точному. 

В  качестве  примера  рассматривается  задача  оптимального  выбора  па¬ 
раметров  ВПП  (взлетно-посадочной  полосы)  при  заданном  ограничении 
на  безопасность  посадки,  сводящаяся  к  задаче  безусловной  квантильной 
оптимизации. 

\ .  Постановка  задачи.  Пусть  Ф  (у,  со):  В.пХКт-+К{  —  непрерывная  по 
совокупности  аргументов  действительная  функция;  со  —  т-мерный  случай¬ 
ный  гауссовский  вектор  с  известными  параметрами  распределения.  Опре¬ 
делим  функции  вероятности 

Р^{и)  ==  5^{со:  Ф  (ю,  со)<ср},  (1.1) 

и  квантили 

Фа(и)==  тіп{ф:  Рф(іг)  (0, 1)  (1.2) 

где  5Р{ ■}  —  вероятностная  мера,  определенная  на  борелевских  множествах 
в  Нт.  Использование  символа  тіп  в  (1.2)  оправдано,  поскольку  опреде¬ 
ленная  согласно  (1.1)  функция  Р^(и)  неубывающая  и  непрерывная  спра¬ 
ва  по  ф  при  любом  и.  Пусть  при  любых  ср,  и  справедливо  равенство: 
&>{Ф  (и,  со)=ф}=0.  В  этом  случае  функция  Фа(^)  непрерывна  по  и  при 
любом  а^(0,  1).  Рассмотрим  задачу  безусловной  минимизации  функции 
квантили 

иа  =  аг^  тіп  Ф«(&) ,  (1*3) 

иеі 7 
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где  множество  допустимых  решений  V  полагается  выпуклым  компактом 
в  К\  Основная  трудность  решения  задачи  (1.3)  состоит  в  том,  что  только 
в  исключительных  (как  правило,  тривиальных)  случаях  значения  функ¬ 
ции  Фа(и)  могут  быть  вычислены  аналитически.  Более  того,  в  общем  слу¬ 
чае  не  существует  «хороших»,  й  частности,  несмещенных,  статистических 
оценок  квантили,  что  затрудняет  построение  минимизирующих  стохасти¬ 
ческих  процедур. 

2.  Доверительный  подход.  Рассмотрим  доверительный  подход  [1]  к 
решению  задачи  квантильной  оптимизации  (1.3).  Предположим,  что: 

1)  Функция  Ф(и,  со )  —  квазивыпуклая  по  со  при  любом  и^ІІ,  то  есть  та¬ 
кая,  что 

Ф  (и,  Ясоі+(1—  Я)со2)<тах{Ф(щ  ац),  Ф(и,  со2)}  для  всех  ац,  со2,  Х^[07  1]; 

2)  Случайный  вектор  со  является  стандартным  гауссовским  с  параметра¬ 
ми  ІѴ(0,  /)  (этого  всегда  можно  добиться  соответствующей  нормировкой). 

Рассмотрим  доверительный  шар  Еа  меры  а  и  соответствующую  ему 
сферу  С  в  пространстве  возмущений: 

Яа={со:  ||©||<г«},  С  =  {со:  ||со||=га}  (2.1) 

Радиус  га  доверительного  шага  однозначно  определяется  из  условия: 
&>{Еа)=а.  Рассмотрим  минимаксную  задачу 

ис  =  аг^  шіп/?(н),  Р (и)  =  шах  Ф  (ю,  со),  (2.2) 

иеі/  вес 

внутренний  максимум  в  которой  достигается  при  любом  и^Ѵ  в  силу  ква¬ 
зивыпуклости  Ф(щ  со)  по  со  и  ограниченности  множества  С.  Пусть  реше¬ 
ния  обеих  задач  (1.3)  и  (2.2)  существуют  при  любом  а^(0,  1).  В  этом 
случае  согласно  доверительному  подходу  [1]  оптимальные  значения  кри¬ 
териев  связаны  неравенством  Р(ис)  >Фа(иа).  Более  того,  Р(ис)-+Фа(ііа) 
при  а-^1.  Таким  образом,  оптимальное  значение  целевой  функции  в  за¬ 
даче  (1.3)  при  достаточно  большом  а  может  быть  с  высокой  точностью 
оценено  сверху  величиной  Р(ис),  найденной  в  результате  решения  мини¬ 
максной  задачи  (2.2).  Решение  ис,  Р (ис)  назовем  гарантирующим  для 
задачи  (1.3). 

Применение  стандартных  численных  методов  для  решения  задачи 
(2.2)  затруднено  тем,  что  в  общем  случае  Ф(и,  со)  многоэкстремальна 
по  со  на  С  при  любом  фиксированном  и.  Кроме  того,  при  любом  и^Ѵ  нас 
интересует  не  то,  в  какой  именно  точке  с о*  (и)  достигается  максимум 
функции,  а  только  величина  этого  максимума  (критериальная  оптимиза¬ 
ция).  Значение  Р  (и)  в  общем  случае  нельзя  найти  аналитически,  однако 
можно  указать  способ  нахождения  хорошей  в  некотором  смысле  статисти¬ 
ческой  оценки  Р(и),  чтобы  затем  для  решения  задачи  (2.2)  воспользо¬ 
ваться  методами  типа  стохастической  аппроксимации.  Выберем  на  сфере 
С  множество  {ѵ;}  из  і  равномерно-распределенных  случайных  точек. 
Перенумеруем  точки  ѵ,-  этой  последовательности  так,  чтобы  значения  це¬ 
левой  функции  Ф(и,  V;)  образовывали  вариационный  ряд:  Ф(щ  Ѵі)  < 
<Ф(и,  ѵ2) ^  . . .  ^Ф  (и,  Ѵі).  Тогда  значение  Р (и)  функции  максимума  мо¬ 
жет  быть  оценено  статистикой: 

Г  Ли)  =  Г,(и)  +  Р,-Ли) }  (2.3) 

где  РЛи)  =Ф(м,ѵ«),  ^_,(ц)=Ф(  и ,  Ѵі- О  ;  т  —  размерность  пространства 

возмущений  Кт.  Оценка  (2.3)  функции  максимума  Р (и)  является  состоя¬ 
тельной  и  асимптотически  несмещенной  для  всех  ие І7,  причем  смещение 
2і(и)=\М[Рі(и)]—Р(и)\  имеет  порядок  малости  о(1/^)  равномерно  на  лю¬ 
бом  компакте  11<=Нп. 


Назовем  стохастическим  квазиградиентом  функции  максимума  случай¬ 
ный  вектор: 

п 


!(и,  к)  =  іг- 

^ ак 


ік(и і, . . . ,  ,  ип) 


— ^ 1  *(Мі’  *  *  *  ’  •  •  •  ’  ]^г 


(2.4; 


где  йі  —  независимые  случайные  величины,  равномерно-распределенные 
на  отрезках  [и{~ак,  щ+ак];  ег  —  единичные  орты  координат,  і=  1,  и;  {ак}  — 
детерминированная  убывающая  последовательность;  Рі]г(и)  —  оценки 
вида  (2.3)  функции  максимума  Р (и)  по  выборке  объема  4*  зависящего 
от  к.  Рассмотрим  рекуррентную  квазиградиентную  процедуру: 

иь+і=пѵ(иь-9к^(и\  &)),  (2.5) 

в  которой  {рй}  —  детерминированная  убывающая  последовательность  ска¬ 
лярных  коэффициентов;  —  оператор  проектирования  на  выпуклое 

множество  V.  Приведем  условия,  обеспечивающие  сходимость  почти  на¬ 
верное  процедуры  (2.4),  (2.5)  к  множеству  экстремальных  точек  задачи 
(2.2),  которые  можно  получить  аналогично  [2,  3]: 


і 


рь=°°; 


Ь= 1 


ак-+0;  4^°°; 


Из  приведенных  условий  следует,  что  объем  выборки  ік  должен  возра¬ 
стать  с  ростом  к  —  шагом  процедуры,  причем  тем  быстрее,  чем  выше  раз¬ 
мерность  пространства  возмущений,  однако  с  учетом  того,  что  точное  ре¬ 
шение  задачи  (2.2)  является  гарантирующим  для  исходной  задачи  (1.3), 
на  практике  величину  ік  можно  ограничить  некоторой  величиной  Г,  при 
которой  смещение  2,т{и)  оценки  (2.3)  оказывается  величиной  пренебре¬ 
жимо  малой  для  всех  и^ІІ. 

3.  Прямой  метод  минимизации  функции  квантили.  Пусть  при  любом  и 
имеется  возможность  получения  выборки  значений  {Ф(н,  со.,)}  =о  функ¬ 
ции  Ф(щ  со),  где  {со;У=і  —  независимые  реализации  случайного  вектора  со. 
Обозначим  через  {ФДіг)}*=і  —  вариационный  ряд  выборки,  то  есть  распо¬ 
ложенные  в  порядке  возрастания  члены  совокупности  значений:  Фі(н)< 
<ф2(н)  <. .  .^Ф*( и) .  При  сделанном  предположении  о  нормальном  зако¬ 
не  распределения  случайного  вектора  со  распределение  случайной  вели¬ 
чины  Ф(ц,  со)  (рассматриваемой  как  функция  только  случайного  аргу¬ 
мента)  абсолютно  непрерывно  по  со  для  любого  .  Известно,  [4],  что 
в  этом  случае  средние  члены  вариационного  ряда  асимптотически  при 
і-+оо  представимы  в  виде: 


Фі«п+і(ц)-Ф«(ц)+  .  „У*  у  —  (3.1) 

/«(Фа  (и))  Гі  І 

где  [а-і]—  целая  часть  числа  а-і,  а^(0,  1);  ^  —  случайная  величина  со 
стандартным  нормальным  распределением;  /а(  )  —  плотность  распределе¬ 
ния  случайной  величины  Ф  (к,  со);  Фа(^)~  ее  квантиль  распределения 
порядка  а.  Из  (3.1)  очевидно  следует,  что  статистика 

Ф«*(»)*Ф[-.і]+і(«)  (3.2) 
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является  асимптотически  несмещенной,  —  состоятельной  оценкой  кван¬ 
тили  Фсх(гг)  при  любом  фиксированном  и^ІІ.  Причем  смещение  2,(и)= 

=|Л7Фа'(н)]— Фа(н)  |  имеет  порядок  малости  0(1/і)  равномерно  на  любом 
компакте  С/,  то  есть  существует  не  зависящая  от  і  константа  Сѵ< °°  та- 

/  ч  Сц 

кая,  что  ^  ,  у и<=Х]г  Оценка  (3.2)  оказывается  неудобной  при 

работе  с  квантилями  высокого  порядка  а.  Связано  это  с  тем,  что  необхо¬ 
димый  объем  выборки  не  может  быть  меньше  числаГа=  - -  + 1. 

1  1— а 

В  противном  случае  оценка  оказывается  нечувствительной  к  изменению  а. 
Более  того,  поскольку  представление  (3.1)  справедливо  только  для  сред¬ 
них  членов  вариационного  ряда,  необходимо,  чтобы  его  крайние  члены 
в  среднем  превышали  значение  оцениваемой  квантили,  а  это  значит,  что 
объем  выборки  должен  быть  больше  числа  Ти  по  крайней  мере  в  несколь¬ 
ко  раз.  При  этом  всякий  раз  для  получения  оценки  (3.2)  приходится, 
по  сути,  строить  эмпирическую  функцию  распределения  случайной  вели¬ 
чины  Ф  (и,  со) . 

Рассмотрим  оценки  иного  рода,  основанные  на  использовании  асимпто¬ 
тических  свойств  экстремальных  порядковых  статистик,  то  есть  крайних 

правых  членов  вариационного  ряда:  {ФДи)  к<1.  Подобно  тому,  как 

распределение  средних  членов  ряда  асимптотически  при  і-+о о  подчиняет¬ 
ся  нормальному  закону,  предельные  распределения  экстремальных  поряд¬ 
ковых  статистик  в  ряде  случаев  также  подчиняются  известным  (отличным 
от  нормального)  законам  [4,  5].  Знание  этих  законов  позволяет  доста¬ 
точно  просто  оценить  значение  функции  квантили  по  выборке  объема, 
не  превышающего  Та.  Определим  зависящую  от  и  статистику: 

Ф'(и)=Фг(ц)-[г-  [Ф,(и)-Фг_,(ы)], 

где  Фі(и ),  Ф*_і(гг)  —  соответственно  крайний  и  второй  справа  члены  ва¬ 
риационного  ряда  выборки  объема  і>  1;  ц=0,5772.  .  .  —  константа  Эйлера. 
I —  1 

Пусть  С(і)  = - - ;  I]  —  компакт  в  Кп.  Тогда  можно  показать,  что 

%г(и)  =  | Д/[Ф*(гг) ]  —  ФС(*) (&)  |  =  О  ^  равномерно  по  7/,  где  Фс<о  (и)  - 
функция  квантили  порядка  1).  Таким  образом,  статистика 

Фа  (^)  =  Ф*(а)  (и)  рЛФі(а)(ю)  Ф *(а)-1  (^)  ]  ,  (3.3) 

определяемая  по  выборке  конечного  объема  і(а)=  [ - 1+1  может 

1  1— а 

быть  использована  в  качестве  оценки  квантили,  причем  смещение  ее  бу¬ 
дет  тем  меньшим,  чем  ближе  к  I  порядок  квантили  ос.  Оценка  (3.3)  очень 
проста,  по  мере  получения  очередной  серии  реализаций  Ф(и,  со,)  необхо¬ 
димо  помнить  только  две  наихудшие  из  них,  тогда  как  для  получения 
оценки  (3.2)  требовалось  запомнить  и  упорядочить  всю  выборку,  и  при 
том  большего  объема.  Простота  оценки  (3.3)  делает  ее  удобной  для  ис¬ 
пользования  в  стохастических  рекуррентных  процедурах,  когда  значения 
функции  квантили  необходимо  оценивать  многократно  при  различных 
значениях  аргумента. 

Нормальность  случайного  аргумента  со  и  липшицевость  по  со  функции 
Ф(и,  о)  предоставляют  возможность  оценить  квантиль  высокого  порядка 
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(3.4) 


а  по  выборке  еще  меньшего,  чем  1(а)  объема: 


ФаЧ»)==  ф*(м)  —  [Фі(»)  — Фі-1  (»)  ]  [|Я  +  1п(0  +  1п(1— а)  ] 


При  а=(і—1)Іі;  оценка  (3.4)  совпадаете  (3.3). 

Назовем  стохастическим  квазиградиентом  функции  квантили  случай¬ 
ный  вектор: 


^(іі,  а )  •  [ Фа,  (кі,  • .  •  і  Щ-Ьа,  . . . ,  Ип)  Фа  (аі,  •  •  •  •>  ип )  ]  ‘&і 

2а  ““ 

(3.5) 


где  йі  —  независимые  случайные  величины,  равномерно-распределенные 
на  интервалах  [щ— а,  щ+а]\  Фа*  (и)  —  статистические  оценки  функции 
квантили  вида  (3.2),  (3.3),  (3.4);  е*  —  единичные  орты  координат,  і= 1,  щ 
а>0  —  некоторая  константа  сглаживания.  Пусть  скалярные  последова¬ 
тельности  р*>0,  ак>0  и  целочисленная  последовательность  ік  удовлетво¬ 
ряют  условиям: 


к=і 


Цр*2<°°;  ак-*0; 

1 


ак-Ьк-+<*>\ 


к 


0. 


Ік~+ 


оо  • 
1 


Пусть  начиная  с  некоторого  К  для  всех  кЖ  в  последовательности  оценок  • 


{Фаін(и)}к2і  присутствуют  только  оценки  вида  (3.2).  Тогда  с  вероят¬ 
ностью  1  все  предельные  точки  последовательности: 

ик+і=пѵ(ик-рк-11к(ил,ак)),  и0е[/  (3.6) 


принадлежат  множеству  экстремальных  точек  задачи  (1.3).  Использова¬ 
ние  в  процедуре  оценок  (3.3),  (3.4)  имеет  смысл  на  начальной  стадии 
решения  для  быстрого  выхода  в  окрестность  экстремальной  точки. 

4.  Оптимизация  параметров  ВПП  при  заданном  ограничении  на  без¬ 
опасность  посадки.  Пусть  Ь0  —  номинальная  длина  пробега  самолета  по 
ВПП  при  посадке.  Обозначим  |2  —  продольное  и  боковое  отклонения 
самолета  от  расчетной  точки  касания,  вызванные  влиянием  ветра  на  про¬ 
цесс  посадки.  Пусть  модель  влияния  продольной  (о>ь)  и  боковой  (оэ2) 
составляющих  ветра  на  и  |2  является  следующей: 

|ь=ан-соь+а12*  |со2| ;  ^2=#22'Ю2  (4-1) 

Подобная  модель  имеет  место,  например  [1],  когда  на  траекторию  движе¬ 
ния  самолета  влияет  лишь  угол  крена.  По  предположению  о)ь,  со2  —  не¬ 
зависимые  нормально  распределенные  случайные  величины  с  параметра¬ 
ми  Ат(ть,  Оь2),  ТѴ(т2,  а22);  аи,  а12,  а22  —  заданные  коэффициенты  сноса. 
Поставим  задачу  выбора  параметров  ВПП:  Ьѵ,  Ь2,  2,  представляющих  со¬ 
бой  запас  полосы  соответственно  на  случаи  недолета,  перелета  и  бокового 
промаха  самолета  из  условия  минимума  площади  ВПП: 

8(Ь1,Ь2,2)  =  2-2-(Ь0+Ьі+Ь2)-+  тіп  (4.2) 

Ьі,Ь2,2 

при  выполнении  ограничения,  гарантирующего  удачную  посадку  с  ве¬ 
роятностью,  не  ниже  заданного  уровня  безопасности  а: 


Р  (Ьи  Ь2,  2)  =  Ья:  I Ь I  ^2} (4.3) 


Отметим,  что  вероятность  Р(Ьи  Ьг,  2)  в  данном  случае  не  удается  пред¬ 
ставить  в  виде  аналитической  зависимости  от  своих  аргументов,  поэтому 
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для  проверки  ограничения  (4.3)  требуется  либо  проводить  численное  ин¬ 
тегрирование,  либо  воспользоваться  методом  статистического  моделиро¬ 
вания  Монте-Карло.  С  увеличением  требуемой  в  условии  вероятности  а 
(по  смыслу  задачи  она  должна  быть  близкой  к  1),  оба  способа  ведут  к 
чрезмерным  вычислительным  затратам.  Связано  это  с  тем,  что  для  отде¬ 
ления  оцениваемой  вероятнострі  от  1  в  первом  случае  необходимо  умень¬ 
шать  шаг  дискретизации,  а  во  втором  —  увеличивать  число  испытаний 
пропорционально  величине  1/(1— а)2,  [1,  стр.  258]  (или  использовать 
специальные  способы  уменьшения  дисперсии  оценки,  как,  например,  ме¬ 
тод  существенной  выборки). 

Покажем,  каким  образом  задача  (4.2)  условной  минимизации  с  ве¬ 
роятностным  ограничением  (4.3)  может  быть  сведена  к  задаче  безуслов¬ 
ной  минимизации  функции  квантили.  Для  этого  перейдем  к  новым  неза¬ 
висимым  переменным,  взаимно-однозначно  связанным  с  Ь ь  Ь2,  2: 


Тогда 


А  А  с  /Г.ГІГЧОѴ 

Иі  =  — ;  «2  = - — — ;  8=(Ь0+Ьі+Ь2)-2Я 

ѵ,  ^  У  8  г  /  04  [Ѵ5-»2-^0]-И  1 

2{и2,8)  =  у— — ;  Ьі(ии  и2,  8)  = - — - 

г  1 +щ 


Ь2(иии2,8)-- 


Ѵ$*и2  —Ь0 

1 +щ 


Перепишем  (4.3)  в  новых  обозначениях: 


(4.4) 


(4.5) 


Рв(ии  и2)  =  &{\ь\г  :  -Ьі  (Щ,  и2, 8)  <%ь<Ь2  (щ,  и2, 5) ,  \Ь\<2  (и2, 5) } 

(4.6) 

Обратим  внимание,  что  функции  Ьі(ии  и2,  8 ),  І/2(щ,  8 ),  2(и2і  8)  стро¬ 

го  монотонны  по  8  при  фиксированных  ии  и2,  и  разрешимы  относитель¬ 
но  *$\  Обозначим  Ьс'(и{,  и2,  %ь),  Ь2~1{щ,  и2,  ^ь),  §2)  —  обратные 

(относительно  5)  функции.  Определим  случайную  величину 


Ф  (юі,  и2,  Іь,  Ы  =  шах{— І/Г1  (щ,  и2,  Ы ,  Дг1  (щ,  ю2,  |ь) , 


Перепишем  (4.6)  еще  раз  в  эквивалентном  виде: 


(4.7) 


Рз{и і,  &2) — ^2*  Ф(ю4,  ^2,  (4.8) 

Тогда  существует  минимальное  значение  5а(щ,  и2)  параметра  5,  гаран¬ 
тирующее  выполнение  вероятностного  ограничения  Р8(щ,  и2)^а,  то  есть 
квантиль  порядка  а  распределения  случайной  величины  Ф(щ,  к2,  §2). 

Задача  (4.2),  (4.3)  оказывается  эквивалентной  задаче  минимизации  функ¬ 
ции  квантили: 

(щ*,  и2*)  =  аг^  шіп  5а  (щ,  и2)  (4.9) 

иі,и2 

В  случае,  если  задачу  (4.9)  удастся  решить,  оптимальные  значения  Ь 4*, 
Ь2*,  2*  исходных  параметров  можно  найти  обратным  переходом  (4.5) . 

5.  Результаты  численного  решения.  Задача  решалась  на  ІВМ— РС/АТ 
при  заданных  параметрах:  ап=— 20[с] ;  аі2=— 20  [с];  а22=3[с];  Ьо= 
=  1500  [м];  Ж[соь]  =М  [со2]=0;  а[(0ь]=а  [со2]  =5 [м/с]  для  различных  зна¬ 
чений  а.  Результаты  решения  сведены  в  таблицу.  Из  таблицы  видно,  что 
хотя  с  увеличением  а  доверительный  подход  действительно  дает  вели¬ 
чину  гарантированного  критерия  все  более  близкую  к  точному,  получен¬ 
ному  с  помощью  прямого  метода,  скорость  этой  сходимости  невысока. 
Иными  словами,  полученное  с  помощью  доверительного  подхода  реше¬ 
ние  оказывается  очень  осторожным.  С  другой  стороны,  при  использова- 
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Таблица 


а 

щ  * 

щ  * 

(гЧ*>  ^2*) 
[км2] 

Время  счета 
(сек.) 

Метод 

0.99 

1.877 

26.27 

0.170 

84 

Прямой 

1,483 

24.36 

0.202 

18 

Доверит. 

0.999 

1.962 

23.26 

0.236 

210 

Прямой 

1.483 

21.34 

0,256 

30 

Доверит. 

0.9999 

2.034 

21.28 

0.304 

720 

Прямой 

1.483 

19.55 

0.324 

48 

Доверит. 

0.99999 

2.120 

19.20 

0.366 

3600 

Прямой 

1.484 

18.31 

0.380 

72 

Доверит. 

0.999999 

❖ 

* 

* 

* 

Прямой 

1.484 

17.40 

0.432 

90 

Доверит. 

*  —  задача  не  решалась. 

нии  прямого  метода  с  увеличением  а  быстро  возрастает  время  счета,  тогда 
как  для  доверительного  подхода  оно  практически  не  меняется. 

Заключение.  Предложены  и  рассмотрены  два  численных  алгоритма 
для  решения  задач  минимизации  функций  квантили.  Полученные  при 
решении  модельной  задачи  результаты  позволяют  оценить  достоинства  и 
недостатки  каждого  из  них.  Очевидно,  что  прямой  метод  следует  исполь¬ 
зовать  при  повышенных  требованиях  к  точности  результатов,  когда  име¬ 
ется  возможность  пойти  на  увеличение  вычислительных  затрат.  Однако 
следует  учитывать,  что  при  высокой  требуемой  вероятности  выполнения 
ограничения  оценка  гарантированного  результата  может  быть  получена 
гораздо  быстрее  с  помощью  доверительного  подхода,  тем  более  точная, 
чем  выше  требуемая  вероятность.  На  модельном  примере  показана  воз¬ 
можность  сведения  задачи  с  вероятностным  ограничением  к  задаче  без¬ 
условной  квантильной  оптимизации.  По-видимому,  подобным  приемом 
можно  воспользоваться  при  решении  достаточно  широкого  круга  задач 
оптимизации  с  вероятностными  ограничениями  и,  если  требуемая  в  усло¬ 
вии  вероятность  выполнения  ограничения  задается  близкой  к  1  (от  0.999 
и  выше),  описанные  в  настоящей  статье  алгоритмы  квантильной  опти¬ 
мизации  могут  оказаться  незаменимыми.  В  заключение  отметим,  что  в 
рассмотренном  модельном  примере  принятая  модель  влияния  ветра  на 
промах  может  быть  уточнена  в  соответствии  с  условиями  конкретной  за¬ 
дачи.  В  частности,  модель  процесса  посадки  может  быть  динамической, 
а  реализации  промаха  могут  вычисляться  на  основе  решения  системы 
дифференциальных  уравнений.  Такое  усложнение  задачи  не  накладыва¬ 
ет  никаких  принципиальных  ограничений  на  возможность  применения 
обоих  алгоритмов. 


СПИСОК  ЛИТЕРАТУРЫ 

1.  Малышев  В.  В.,  Кибзуи  А.  И.  Анализ  и  синтез  высокоточного  управления  лета¬ 

тельными  аппаратами.  М.:  Машиностроение,  1987. 

2.  Ермольев  Ю.  П.  Методы  стохастического  программирования.  М.:  Наука,  1976. 

3.  Михалевич  В.  С.,  Г  упал  А.  М.,  Норкин  В.  Н.  Методы  невыпуклой  оптимизации. 

М.:  Наука,  1987. 

4.  Дэйвид  Г.  Порядковые  статистики.  М.:  Наука,  1984. 

5.  Галамбош  Я.  Асимптотическая  теория  экстремальных  порядковых  статистик. 

М.:  Наука,  1984. 

Москва  Поступила  в  редакцию 

8.ѴІ.1990 

после  доработки 
24.Х.1990 


ТЕХНИЧЕСКАЯ 
КИБЕРНЕТИКА 
№  1  .  1991 


УПРАВЛЕНИЕ  И  ОЦЕНИВАНИЕ 
ПЕН  НЕПОЛНОЙ  ИНФОРМАЦИИ 


УДК  62-50 
©  1991  г. 

В.  Ю.  БОЧАРОВ,  А.  А.  МЕЛИКЯН 

ЗАДАЧА  ГАРАНТИРОВАННОГО  БЫСТРОДЕЙСТВИЯ  С  ПОИСКОМ 
ЦЕЛЕВОЙ  ТОЧКИ  В  МНОГОУГОЛЬНОЙ  ОБЛАСТИ 
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 


Дана  формулировка  задачи  гарантированного  быстродействия  при  неполной  ин¬ 
формации  о  положении  целевой  точки,  известной  в  начальный  момент  с  точностью 
до  некоторой  заданной  области  неопределенности.  Эта  точка  обнаруживается  при 
попадании  в  так  называемую  информационную  область,  движущуюся  вместе  с  фазо¬ 
вым  вектором  системы.  Рассмотрена  двумерная  система,  описывающая  движение 
точки,  управляемой  по  скорости;  возможности  наблюдения  описываются  информаци¬ 
онной  полуплоскостью,  а  в  качестве  области  неопределенности  фигурирует  произ¬ 
вольный  выпуклый  многоугольник.  Дано  полное  решение  задачи  гарантированного 
быстродействия.  Существенным  элементом  решения  является  особая  траектория  - 
движение  по  некоторой  ломаной,  к  которой  подходят  прямолинейные  оптимальные 
траектории.  Разработан  алгоритм  численного  построения  поля  оптимальных  траек¬ 
торий  и  решения  задачи  синтеза  оптимального  управления.  Приведены  результаты 
численного  расчета. 

Введение.  В  задачах  управления  в  робототехнике  и  ряде  других  об¬ 
ластей  имеют  место  ситуации,  когда  на  начальном  этапе  движения  управ¬ 
ляющей  стороне  информация  о  целевой  точке  (о  положении,  в  которое 
следует  привести  управляемую  систему)  доступна  лишь  с  некоторой  не¬ 
определенностью.  Необходимая  для  реализации  условий  окончания  про¬ 
цесса  информация  поступает  к  управляющей  стороне  после  того,  как  зона 
чувствительности  соответствующего  датчика,  например  видеокамеры,  ус¬ 
тановленной  на  одном  из  звеньев  робота-манипулятора,  охватит  окрест¬ 
ность  целевой  точки. 

В  этих  условиях  возникает  задача  о  более  рациональном  или  опти¬ 
мальном  выборе  траектории  движения  с  учетом  упомянутого  поиска. 

Математической  моделью  описанной  задачи  управления  при  наличии 
неопределенности  может  служить  обычная  двухточечная  задача  быстро¬ 
действия  [1],  в  которой  правый  конец  траектории  (целевая  точка)  задан 
с  точностью  до  некоторого  множества  неопределенности.  Целевая  точка 
считается  известной  точно  при  попадании  в  так  называемую  информа¬ 
ционную  область,  движущуюся  вместе  с  фазовым  вектором  управляемой 
системы.  Игровая  задача  об  оптимальном  гарантированном  управлении 
подобной  системой  сформулирована  впервые  в  [2],  где  приведены  также 
решения  простых  примеров.  В  работе  [3]  введен  класс  кусочно-программ¬ 
ных  управлений  и  дано  полное  решение  плоской  задачи  с  простым  дви¬ 
жением,  произвольной  выпуклой  областью  неопределенности  с  гладкой 
границей  и  информационной  областью,  представляющей  собой  полуплос- 
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кость.  Существенным  элементом  решения  здесь  является  особая  криво¬ 
линейная  траектория  поиска,  к  которой  с  одной  стороны  с  касанием  под¬ 
ходят  прямолинейные  траектории  поиска;  по  другую  сторону  особой  кри¬ 
вой  оптимальные  траектории  поиска  определены  неоднозначно,  однако* 
могут  быть  выбраны  также  прямолинейными. 

Подход  данной  работы  и  статей  [2,  3]  отличается  от  других  форму¬ 
лировок  задач  поиска  [4,  5]  тем,  что  здесь  требуется  не  только  обнару¬ 
жить  целевую  точку,  в  качестве  которой  может  служить  как  неподвиж¬ 
ный,  так  и  подвижный  объект,  но  и  осуществить  приведение  в  нее  фазо¬ 
вого  вектора  управляемой  системы. 

В  данной  работе,  как  и  в  [2],  рассмотрена  двумерная  система,  управ¬ 
ляемая  по  скорости;  возможности  наблюдений  описываются  информа¬ 
ционной  полуплоскостью,  а  в  качестве  области  неопределенности  фигу¬ 
рирует  произвольный  выпуклый  многоугольник.  Введено  в  рассмотрение 
понятие  гарантирующей  линии,  с  помощью  которого  найдено  оптималь¬ 
ное  поле  траекторий  поиска;  установлено,  что  особые  траектории  явля¬ 
ются  ломаными  линиями.  Разработан  алгоритм  численного  построения 
этого  поля,  а  также  построения  управления  по  обратной  связи.  Алгоритм 
устанавливает  определенную  связь  между  задачами  работ  [2,  3].  При 
большом  числе  вершин  многоугольника  алгоритм  дает  сколь  угодно  точ¬ 
ное  дискретное  приближение  к  решению  задачи  статьи  [3] .  При  мини¬ 
мальном  числе  вершин,  равном  двум  (тогда  область  неопределенности 
представляет  собой  отрезок),  получаем  решение  примера  из  работы  [2]. 
Приведены  результаты  численных  расчетов. 

1.  Динамические  уравнения  и  условия  информированности.  Дадим 
общую  постановку  задачи  гарантированного  быстродействия  с  поиском 
целевой  точки.  Пусть  двухточечная  задача  оптимального  быстродействия 
задается  с  помощью  соотношений 

х=і(х,  и,  і),  веД  ісе[і0,Т],  х(і0)=х\  х(Т)=х\ 

]=Т—  ^о^тіп.  (1.1) 

Здесь  х^Нп  —  фазовый  вектор,  и^Нт  —  вектор  управления,  V  —  мно¬ 
жество  его  допустимых  значений,  /их1-  начальное  и  конечное  значе¬ 
ния  фазового  вектора.  Точка  х°  известна  управляющей  стороне.  О  точке 
х1  известно  только  лишь,  что  имеет  место  включение 

х1^0,  Ос ~Нп,  (1.2) 

где  О  —  заданное  множество  неопределенности,  также  известное  управ¬ 
ляющей  стороне. 

Управляющая  сторона  имеет  возможность  уточнять  информацию  с 
помощью  подвижной  информационной  области  0=С(х(1)) ,  зависящей  от 
текущего  значения  фазового  вектора  системы. 

Область  Сг{х)  для  любого  вектора  х^Нп  строится  следующим  образом. 
В  пространстве  Яп  задана  фиксированная  область  С0.  Сопоставим  каждо¬ 
му  х^Кп  область 

С(х)  =  {Ь)(=Нп  :  %—хсеСо},  (1.3) 

получаемую  из  области  С0  сдвигом  на  вектор  х.  Очевидно,  что  Д=С(0). 
Информационной  областью,  соответствующей  фазовому  вектору  х  (О,  бу- 
дем  называть  область  С(х(і)).  Таким  образом,  область  С  зафиксирована 
в  подвижной  системе  координат  с  началом  в  точке  х(і)  и  осями,  парал¬ 
лельными  осям  исходной  системы  координат.  Относительная  ориентация 
области  С(х(і))  и  вектора  х(і)  остается  неизменпой  по  времени.  Точка 
х(і)  может  принадлежать  области  С(х(і))1  либо  лежать  вне  ее,  в  зави¬ 
симости  от  того,  содержит  ли  область  С0=О( 0)  начало  координат.  Эту 
фиксированную  относительно  С(х)  точку  х  (аргумент  в  зависимости 
С(х))  будем  называть  наблюдателем  —  местом  наблюдателя.  Описанный 
способ  построения  подвижной  информационной  области  С(х(і))  означает, 
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Рис.  1 

что  фазовый  вектор  х(і)  совмещается  с  местом  наблюдателя.  В  этом 
смысле  иногда  вектор  х(і)  будем  называть  наблюдателем. 

По  предположению,  х*&0(х°).  Вектор  х 1  становится  известным  управ¬ 
ляющей  стороне  в  момент  времени  1=1*>Ьо,  когда  выполняется  следую¬ 
щее  условие  наблюдения  (рис.  1): 

х^С(х(г)),  (1.4) 

В  процессе  движения  по  траектории  х(1 ),  соответствующей  некоторо¬ 
му  управлению  и(і),  управляющая  сторона  в  каждый  момент  времени 
располагает  величинами  і,  х(і)  и  информацией  о  том,  выполнено  вклю¬ 
чение  (1.4)  или  нет,  а  в  случае  выполнения  получает  точную  информа¬ 
цию  о  векторе  х\ 

Ограничения  на  области  В  и  С  могут  быть  довольно  общими.  Область 
В  должна  быть  ограниченной,  чтобы  реализовалось  конечное  время  при¬ 
ведения  Т.  В  рассматриваемых  конкретных  задачах  области  В  и  С  явля¬ 
ются,  как  правило,  выпуклыми  и  односвязными. 

2.  Допустимые  управления,  минимаксная  задача.  Поскольку  точка  хі 
в  начальный  момент  точно  не  известна,  то  не  существует  чисто  про¬ 
граммных  управлений,  т.  е.  заданных  в  виде  функции  времени  на  всем 
интервале  [і0,  Т],  осуществляющих  условие  х(Т)=х\  Информация  о  точ¬ 
ке  х1  появляется  в  момент  наблюдения  і *,  после  которого  это  условие 
становится  реализуемым.  Поэтому  в  соответствии  с  информационными 
возможностями  управляющей  стороны  целесообразно  использовать  класс 
кусочно-программных  управлений  с  двумя  участками  программного  уп¬ 
равления.  Дадим  точное  определение. 

Допустимыми  будем  считать  кусочно-программные  управления  с  дву¬ 
мя  участками  программного  управления,  задающиеся  парой  функций 

и={и0{х°,  і );  ігД#*,  **,  х\  0}.  (2.1) 

принимающих  значения  из  области  II.  Здесь  величины  х°,  х\  х*,  I*  игра¬ 
ют  роль  параметров  со  значениями  в  областях  х°^Нп\Х0і  х*<^Х{,  х'^В, 
о.  Здесь  использованы  обозначения: 

Хі={х&Пп  :  С{х)[\ВФ<д),  Х0={хе=Пп  :  ВаС(х)}.  (2.2) 

Другие  определяющие  параметры  і0,  В ,  С0  в  обозначении  функции  и0 
опущены.  По  времени  функции  щ  определены  на  достаточно  больших 
интервалах  *о^^Ѳ0,  на  характер  зависимости  от  і ,  а  также  на 

свойства  функций  в  (1.1)  наложим  самые  общие  требования,  обеспечи¬ 
вающие  существование  и  единственность  решения  системы  (1.1)  на  рас¬ 
сматриваемом  интервале  времени.  Для  конструирования  управления  вида 
(2.1)  кроме  начальной  информации  необходимо  в  процессе  движения  в 
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какой-то  заранее  неизвестный  момент  і*  получить  точную  информацию 
о  параметрах  я*,  і *,  ж1. 

Движение  системы  (1.1),  соответствующее  некоторому  управлению 
вида  (2.1),  строится  следующим  образом.  Уравнение  (1.1)  интегрируется 
с  управлением  и0(х\  і)  при  до  момента  і*  выполнения  условия  (1.4), 
когда  становится  известен  вектор  х\  Затем  используется  управление 
і*,  х\  і ),  приводящее  к  условию  х(Т)=х\  Дополнитель¬ 

ным  требованием  к  допустимым  управлениям  (2.1)  является  существова¬ 
ние  конечных  моментов  х *,  Т.  Пусть  для  всех  рассматриваемых  х°  мно¬ 
жество  допустимых  управлений  не  пусто.  Тогда  при  фиксированном  х° 
каждому  допустимому  управлению  и  и  каждому  вектору  х^Б  будет  со¬ 
ответствовать  траектория  системы  (1.1),  приходящая  в  точку  х\  и  время 
приведения  /  (х\  х\  іг)=Г— і0. 

Сформулируем  задачу  о  минимальном  гарантированном  времени  при¬ 
ведения  в  точку  х1. 

Задача  1.  Найти  минимальное  гарантированное  время  быстродейст¬ 
вия  ^*(x0)  и  допустимое  управление  и*,  доставляющее  минимум 

,/*  (х°)  =  тіп  зир  і  (х\  х\  и)  =  зир  1  ( х\  х\  и*) ,  х^И\  (ДПС  (х°) ) . 

и  х‘  (2.3) 

Минимизация  здесь  проводится  по  всем  допустимым  управлениям. 
Предполагается,  что  минимум  достигается.  Вычисление  точной  верхней 
грани,  а  не  максимума  но  х1  (2.3)  объясняется  тем,  что  множество  значе¬ 
ний  х1  может  оказаться  незамкнутым.  В  принципе,  в  (2.3)  можно  ограни¬ 
читься  случаем  х'^Б,  переходя  к  более  узкому  множеству  неопределен¬ 
ности  путем  удаления  из  нее  части  ДПС  (ж0),  если  она  не  пуста.  Эта  часть 
исключена  из  рассмотрений  в  (2.3),  поскольку  при  х'^Г)Г\0(х°)  имеет 
место  полная  информация  о  целевой  точке. 

Нетрудно  видеть,  что  вторая  компонента  решения  задачи  1,  т.  е.  уп¬ 
равление  ю4*(а;*,  ^*,  х\  I),  является  оптимальной  программой  быстро¬ 
действия  для  системы  (1.1)  с  полной  информацией  о  начальной  позиции 
X*,  і*  и  конечном  векторе  х\  Это  управление  будем  считать  в  принципе 
известным:  существует  много  методов  численного  аналитического  реше¬ 
ния  таких  задач.  Тогда  основным  искомым  объектом  будет  управление 
поиска  и0(х°,  і)  и  соответствующая  траектория  поиска. 

Одной  из  возможных  наглядных  интерпретаций  описанной  выше  уп¬ 
равляемой  системы  с  наблюдениями  является  отождествление  информа¬ 
ционной  области  С(х(і))  со  световым  пятном,  которое  можно  управляе¬ 
мым  образом  перемещать  в  «темном»  пространстве  с  целью  освещения 
(обнаружения)  неподвижного  объекта  х\  находящегося  в  пределах  за¬ 
данной  области  Д. 

Сложность  эффективного  построения  решения  задачи  1  обусловлива¬ 
ется  сложностью  динамики  управляемого  объекта  (1.1)  и  геометрии  об¬ 
ластей  Д,  С.  Общий  подход  к  анализу  рассматриваемой  задачи  удалось 
пока  предложить  лишь  для  двумерной  системы  с  простой  динамикой  [3]; 
основа  подхода  состоит  в  отыскании  специальных  (особых)  траекторий 
поиска  и  в  сведении  к  вспомогательной  задаче  оптимального  управления, 
для  которой  могут  быть  использованы  известные  методы  решения.  Подоб¬ 
ный  подход  привел  также  к  успеху  в  задаче  гарантированного  быстро¬ 
действия  с  поиском  целевой  точки  для  материальной  точки,  управляемой 
по  ускорению. 

Отметим  одно  простое  следствие  соотношения  (2.3),  включив  в  обозна¬ 
чение  гарантированного  времени  также  и  соответствующую  область  не¬ 
определенности 

/*(я°,  Д')</*(*°,  Д),  Д'<=Д  (2.4) 

3.  Двумерная  задача.  Пусть  система  (1.1)  описывает  управляемое  по 
скорости  движение  точки  по  двумерной  плоскости,  причем  скорость  огра- 
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ничена  по  модулю  (точка  совершает  простое  движение) 

х=и,  |и|<1,  ж=(2,  і/)ей2,  х(і0)=х°,  х(Т)=х\  (3.1) 

Множество  В  является  выпуклым  многоугольником,  а  область  С0  — 
полуплоскостью  с  наблюдателем,  лежащим  на  ее  границе. 

Отличие  данной  задачи  от  примера,  рассмотренного  в  [3],  состоит  в 
форме  области  В,  благодаря  которой  построения,  вообще  говоря,  не¬ 
сколько  упрощаются. 

Поместим  начало  прямоугольной  системы  координат  Оту  в  одну  Ріа 
вершин  многоугольника  В  так,  чтобы  ось  у  оказалась  параллельной  гра¬ 
нице  полуплоскости  С0  и  ниже  начала  координат  на  оси  у  не  было  бы 
других  вершин  В;  ось  2  направим  так,  чтобы  область  В  лежала  в  полу¬ 
плоскости  2^0;  без  ограничения  общности,  С0  можно  считать  правой 
полуплоскостью. 

Обратимся  к  построению  особой  траектории  поиска,  состоящей  из 
двух  ломаных  линий,  приходящих  в  некоторую  точку  Р  области  В ,  назы¬ 
ваемую  фокусом.  Здесь  и  далее  наряду  с  векторным  для  точек  плоскости 
(как  геометрических  (аффинных)  объектов)  будем  использовать  обозна¬ 
чение  прописными  буквами. 

Введем  понятие  гарантирующей  линии,  которое  будет  применяться  в 
построениях.  Зафиксируем  в  плоскости  (2,  у)  некоторый  луч  (полупря¬ 
мую)  б  с  началом  в  точке  х'(Р')  (рис.  2).  Угол  между  лучом  6  и  осью  От, 

обозначим  через  р,  |р|<  — .  Пусть  управляемая  точка  (3.1)  движется  с 

максимальной  скоростью  и  вдоль  б  в  сторону  точки  х  .  Таким  образом, 
б ={х^Я2  :  х=х'—и  т,  т>0},  где  и=  (— со8  р,  — зіп  р),  а  т  —  время  движе¬ 
ния  до  точки  х  .  Гарантирующей  линией  ч(х',  р)  назовем  геометрическое 
место  целевых  точек  х\  время  движения  до  которых  не  зависит  от  место¬ 
положения  х1  на  у  и  равно  длине  \Р*Р'\  отрезка  Р0РГ  при  старте  из  точки 
Л)е б.  При  этом  предполагается,  что  после  наблюдения  в  момент  і*  точки 
х1  управляемая  точка  (3.1)  сходит  с  луча  б  и  движется  по  вертикали  от 
точки  х *  к  х 1  также  с  максимальной  скоростью  (рис.  2). 

Лемма  1.  Гарантирующая  линия  представляет  собой  прямой  угол, 
образуемый  двумя  лучами  б4,  б2,  исходящими  из  точки  х  под  углами 
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к  оси  О %  соответственно.  Обоснование  леммы  опирается  на 


п 

4~ 


тождество  \Р0Р\  +  \РВ\  —  \Р0Р\  +  \РА\  =  \Р0Р'\  относительно  точки  Р  из  от¬ 
резка  РоР'.  Здесь  АВ  —  вертикальный  отрезок. 

Полупрямую  б  будем  называть  определяющим  лучом  линии  7.  Гаран¬ 
тирующая  линия  определена  с  использованием  информационной  области 
и  динамики  управляемой  системы. 


л 


Рассмотрим  теперь  совокупность  линий  ч(х',  ц),  |ц|^ — ,  описанных 


вокруг  области  неопределенности  т.  е.  таких,  что  область  Б  лежит  в 
пределах  замкнутой  области,  ограниченной  прямым  углом  7,  и  имеет  об¬ 
щие  точки  с  обоими  лучами  6Ь  б2;  полагаем  при  этом,  что  вершина  х  при¬ 
надлежит  каждому  из  лучей.  Выбор  области  изменения  угла  ц  соответст¬ 
вует  тому,  что  область  С0  является  правой  полуплоскостью.  Нетрудно  убе- 

і  і  п 

диться,  что  каждому  ц,  |  р  |  ^  —  ,  соответствует  единственная  линия 


Ч(х\  р),  описанная  вокруг  В,  при  некотором  х  . 

Линию  7  из  огибающего  область  В  семейства  назовем  фокальной,  если 
существуют  общие  точки  А ,  В  области  В  с  лучами  бА,  62,  ЛеДГІбі,  В е= 
^ОП62  (рис.  3),  лежащие  на  одной  вертикали,  быть  может  вырождающей¬ 
ся  в  точку  х  .  Подобный  вертикальный  отрезок  АВ  с  наибольшей  абсцис¬ 
сой  будем  называть  фокальным,  а  его  середину  ^  —  фокусом  (рис.  3). 
Через  фокус  Р  проходят  определяющие  лучи  всех  фокальных  гарантирую¬ 
щих  линий. 

Лемма  2.  Для  любого  выпуклого  многоугольника  В  фокальный  от¬ 
резок  (а,  следовательно,  и  фокус)  существует  и  единствен.  Часть  опре¬ 
деляющего  луча  всякой  фокальной  линии  у,  лежащая  справа  от  оси  у , 
является  оптимальной  траекторией  поиска. 

Доказательство.  Лучи  б4,  62  линии  у(х\  р)  из  огибающего  се¬ 
мейства  являются  частями  опорных  прямых  многоугольника  дВ,  поэтому 
пересекаются  с  ним  в  отдельной  точке  —  вершине,  либо  по  отрезку  — 
стороне  многоугольника.  Обозначим  через  <?Др)  множество  абсцисс  точек 
пересечения  бгП дВ,  і=  1,  2.  Графики  многозначных  зависимостей  (Мр), 
,  ,  я 


ПЧ 


2 


являются  непрерывными  ломаными  линиями  со  взаимно  пер¬ 


пендикулярными  звеньями  (рис.  3).  Зависимость  (?і(р)  —  неубывающая, 
<?2(р)  —  невозрастающая,  причем  (?і  ( - )=  (?2  0.  Следователь- 

но,  их  графики  пересекаются  либо  в  точке,  либо  по  отрезку.  Точка  пере¬ 
сечения  с  максимальной  ординатой  определяет  единственным  образом 
фокальный  отрезок  АВ  и  фокус  Р. 

Для  доказательства  оптимальности  определяющих  лучей  рассмотрим 
задачу  1  с  областью  неопределенности  В\  состоящей  из  двух  точек  А  и 
В  —  концов  фокального  отрезка.  Очевидно,  что  оптимальная  траектория 
поиска,  начинающаяся  в  точке  Р0  справа  от  вертикали  ЬР,  проходящей 
через  фокус,  должна  быть  отрезком  прямой  с  левым  концом  Р '  на  пря¬ 
мой  ЬР.  Время  движения  до  целевой  точки  будет  равно  \Р^Р'\  +  \Р' А\  либо 
\Р0Р'\  +  \Р'В\  в  зависимости  от  того,  обнаружится  ли  целевая  точка  в  А 
или  В.  Знаком  модуля  здесь  обозначены  длины  соответствующих  отрез¬ 
ков.  Данное  однопараметрическое  с  параметром  Рг  семейство  траекторий 
содержит  оптимальную  траекторию.  Минимакс  (2.3)  сводится  к  следую¬ 
щему: 

1  (^о)  =  тіп  ( |  Р0Р'  |  +  тах  { |  Р'А  | ,  \Р'В\})У  Р'*=ЬР. 
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Проводя  вычисления,  можно  установить,  что  минимум  достигается 
при  Р'—Р.  По  свойству  описанной  гарантирующей  линии  имеем  У(Р0, 

о,  В  ).  Поскольку  соотношение  (2.4)  дает  неравенство  противополож¬ 
ного  знака,  то  здесь  имеет  место  равенство.  Наконец,  траекторией  поиска 
будет  лишь  часть  определяющего  луча,  лежащая  в  правой  полуплос¬ 
кости,  поскольку  всякая  траектория  поиска  должна  заканчиваться  на  оси 
ординат,  т.  е.  на  границе  множества  Х0  из  (2.3),  откуда  целевая  точка 
наблюдается  гарантированно.  Лемма  доказана. 

Обратимся  к  построению  особых  траекторий  поиска.  Обозначим  через 
С(Е)  вершину  области  В  с  наибольшей  (наименьшей)  ординатой;  если 
вершин  две,  то  С  (Е)  означает  вершину,  ближайшую  к  оси  ординат 
(рис.  3).  Ломаную  АЕ(ВС)  —  участок  границы  дВ  —  будем  называть 
нижней  (верхней)  ломаной.  Сопоставим  нижней  (верхней)  ломаной 
АЕ(ВС)  ломаную  Р()()'  (РРР') ,  исходящую  из  точки  Р,  и  назовем  ее  верх¬ 
ней  (нижней)  огибающей  (рис.  3).  Каждому  звену  ломаной  АЕ(ВС)  со¬ 
ответствует  звено  огибающей  Р()()'  {РРР')  с  общей  проекцией  на  ось 
абсцисс.  Угол  наклона  р  —  звена  ломаной  и  ц  —  звена  огибающей  связа¬ 
ны  соотношением 


І2Ц 


4ГР-1 
2І2Р  ’ 


(3.2) 


означающим,  что  звено  огибающей  лежит  на  определяющем  луче  неко¬ 
торой  гарантирующей  линии,  а  звено  ломаной  —  на  луче  бі(б2)  этой  ли¬ 
нии  (см.  лемму  1).  Последнее  звено  верхней  (нижней)  огибающей  пред¬ 
ставляет  собой  вертикаль,  уходящую  вверх  (вниз),  с  абсциссой  точки 

Е(С). 

Лемма  3.  Верхняя  и  нижняя  огибающие,  дополненные  участком 
РК '  фокального  определяющего  луча,  являются  оптимальными  (особы¬ 
ми)  траекториями  поиска;  движение  происходит  в  сторону  точки  Р  с  мак¬ 
симальной  скоростью.  Гарантированное  время  приведения  равно  време¬ 
ни  движения  от  точки  старта  по  вертикали  до  соответствующей  ломаной. 

Доказат  е  л  ь  с  т  в  о.  Рассмотрим  нижнюю  огибающую.  Оптимальное 
время  (2.3)  не  может  быть  меньше,  чем  указанное  в  лемме,  поскольку  це¬ 
левая  точка  может  оказаться  сколь  угодно  близко  к  верхнему  концу  вер¬ 
тикали,  лежащему  на  ломаной  ВС.  Очевидно,  наихудшие  положения  це¬ 
левой  точки  соответствуют  ломаным  АЕ  и  5С,  т.  е.  при  максимизации  в 
(2.3)  достаточно  ограничиться  этими  множествами.  Наихудшёние  опти¬ 
мального  времени  при  появлении  цели  на  ВС  обеспечивается  свойствами 
гарантирующей  линии,  использованной  при  построении  фокуса  и  огибаю¬ 
щей  РРР'  (рис.  2,  3) ,  а  при  появлении  на  АЕ  —  доказывается  с  помощью 
прямых  оценок  (см.  [3]).  Лемма  доказана. 

Подчеркнем  интересное  свойство  оптимальных  особых  траекторий  по¬ 
иска,  сохраняющееся  и  для  построенных  ниже  регулярных  траекторий: 
если  целевая  точка  может  появиться  лишь  на  ломаной  ВС ,  то  полное 
время  процесса  при  старте  из  точек  огибающей  РРР '  не  зависит  от  распо¬ 
ложения  целевой  точки,  а  определяется  лишь  точкой  старта. 

Обозначим  через  Ь  совокупность  верхней  и  нижней  огибающей,  т.  е. 
ломаную  ()'()РРР Отметим,  что  благодаря  связи  (3.2)  ломаная  Р(?(2' '• 

•  (РРР')  выпукла  вниз  (вверх)  так  же,  как  АЕ(ВС).  Часть  плоскости,  ле¬ 
жащую  справа  от  Ь,  обозначим  через  Хь.  Любая  траектория  поиска,  начи¬ 
нающаяся  в  Хь,  очевидно,  должна  выйти  на  линию  Ь  с  возможным  даль¬ 
нейшим  движением  по  Ь.  Поэтому  минимальное  значение  функционала 
следующей  вспомогательной  задачи  оптимального  управления 
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х=и,  |и|<1,  0</<Ѳ,  х(0)=х°<^Хь, 
х(Ѳ)  ^Ь,  ^=Ѳ+^*(x(Ѳ) )  -+тт 


(3.3) 


Рис.  4 


задает,  вообще  говоря,  оценку  снизу  для  времени  (2.3)  с  начальными  зна¬ 
чениями  х°^Хь.  Зависимость  Л(я(Ѳ))  в  (3.3)  —  это  построенное  выше  оп¬ 
тимальное  гарантированное  время  (2.3)  для  точек  старта  на  линии  Ь. 

Задача  (3.3)  может  быть  решена  существующими  средствами  теории 
оптимального  управления  для  задач  типа  Майера  [1],  либо  прямыми  гео¬ 
метрическими  методами.  Оптимальными  траекториями  задачи  (3.3)  явля¬ 
ются  опорные  полупрямые  к  линии  I/,  однозначно  заполняющие  область 
Хь  в  силу  указанных  свойств  выпуклости  этой  линии  (рис.  3) .  Таким  обра¬ 
зом,  ломаная  Ь  является  огибающей  семейства  траекторий,  приходящих  из 
области  Хь ,  чем  и  объясняется  название  ломаных  Р()ф ,  РРР' .  Оптималь¬ 
ное  значение  У  (#°)  функционала  задачи  (3.3),  как  уже  отмечалось,  оце¬ 
нивает  снизу  время  (2.3) 

У(х°)<У(х°),  х°^Хь.  (3.4) 

Можно  построить  оценки  (см.  [3]  ),  показывающие,  что  при  старте  из 
области  Хь  наихудшими  положениями  целевой  точки  являются  ломаные 
ВС ,  АЕ ,  т.  е.  обнаружение  я1  в  любом  другом  месте  области  О  не  приведет 
к  увеличению  времени  /'(я0).  Таким  образом,  в  (3.4)  имеет  место  равен¬ 
ство,  а  построенные  траектории,  стартующие  в  Хь ,  являются  оптимальны¬ 
ми  траекториями  поиска. 

Рассмотрим  теперь  начальные  точки  х° ,  принадлежащие  области  Х0/ 
!(Хь\)Ь),  т.  е.  лежащие  между  кривой  Ь  и  осью  ординат  (рис.  3).  Нетруд¬ 
но  показать,  что  гарантированное  время  (2.3)  равно  расстоянию  от  точки 
х°  до  дальней  из  двух  точек  границы  дО ,  лежащих  на  общей  вертикали  с 
х°.  Оптимальная  траектория  поиска  здесь  неединственна.  Для  точек,  ле¬ 
жащих  правее  фокальной  вертикали  АВ,  можно  указать  следующие  два 
способа  оптимального  поиска.  Первый  способ  состоит  в  движении  по  вер¬ 
тикали  до  ближайшей  огибающей,  далее  вдоль  нее  до  фокуса  Р  и  затем  по 
отрезку  РК'  (рис.  3).  Второй  способ  состоит  в  движении  в  сторону  оси 
ординат  вдоль  ломаной  со  звеньями,  параллельными  звеньям  огибающих 
и  отрезку  РК' .  При  неединственности  фокальной  гарантирующей  линии  в 
качестве  точки  К'  для  нижней  (верхней)  части  рассматриваемой  области 
следует  брать  нижний  (верхний)  конец  отрезка,  состоящего  из  точек  пе¬ 
ресечения  определяющих  лучей  с  осью  ординат.  Два  этих  способа  опреде¬ 
ляют  два  направления  скорости  движения;  оптимальным  является  также 
любое  промежуточное  направление  скорости.  Отметим,  что  первый  способ 
поиска  соответствует  наискорейшему  уменьшению  гарантированного  вре¬ 
мени  поиска,  т.  е.  использует  управление,  определяемое  из  условия 
тіпи  й(/*  (х)  )/йі,  где  минимум  вычисляется  по  скоростям  в  пределах  ука¬ 
занного  угла.  Второй  способ  реализует  наискорейшее  наблюдение  целевой 
точки. 
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Наконец,  если  точка  х°  лежит  левее  вертикали  АВ ,  то  имеет  место  ана¬ 
логичный  неоднозначный  способ  ведения  поиска  с  той  лишь  разницей,  что 
следует  предварительно  построить  все  фокальные  гарантирующие  линии 
для  «неосвещенной»  части  области  V. 

Таким  образом,  линия  Ь  разделяет  области  с  однозначным  и  неодно¬ 
значным  способами  управлений.  На  вертикальных  участках  поведение 
также  неоднозначно.  Геометрически  линия  Ь  напоминает  особую  траекто¬ 
рию  типа  универсальной  кривой  (магистрали),  имеющую  притоки  с  обеих 
сторон;  в  силу  неоднозначности  слева  от  Ь  траектории  могут  либо  «вте¬ 
кать»  в  А,  либо  идти  параллельно  ей. 

Отметим,  что  оптимальное  поле  траекторий  поиска  в  области  Хь ,  т.  е. 
наиболее  существенная  часть  решения  задачи  (2.3),  (3.1),  определяется 
лишь  ломаными  ВС  и  АЕ.  Эта  часть  решения  остается  без  изменений,  если 
заменить  область  В  выпуклой  оболочкой  этих  ломаных  или  даже  их  про¬ 
стым  объединением.  Существенно,  однако,  что  взяты  именно  непрерывные 
ломаные;  замена  области  В  на  конечную  совокупность  вершин  приведет, 
вообще  говоря,  к  иному  решению.  Наконец,  поле  Хь  будет  одним  и  тем  же 
для  всех  выпуклых  многоугольников,  содержащих  на  своих  границах  ло¬ 
маные  ВС ,  АЕ  и  лежащих  в  области,  ограниченной  горизонтальными  лу¬ 
чами,  идущими  вправо  из  точек  С,  Е,  ломаными  ВС ,  АЕ  и  любой  из  фо¬ 
кальных  гарантирующих  линий. 

4.  Алгоритм  численного  построения  решения;  результаты  расчетов.  На 
основе  предложенной  теории  разработан  алгоритм  построения  траекторий 
оптимального  поиска  для  задачи  (3.1)  в  области  Хь.  Входными  данными 
алгоритма  являются  координаты  вершин  многоугольника  Б.  Алгоритм 
работает  по  следующей  схеме. 

Этап  1,  упорядочение  вершин.  Отыскиваются  две  ломаные  (последо¬ 
вательности  вершин  многоугольника) ,  идущие  от  начала  координат  к  са¬ 
мой  верхней  (нижней)  вершине  С  ( Е )  и  содержащие  верхнюю  (нижнюю) 
ломаные  ВС ,  АЕ  (рис.  3) . 

Этап  2,  построение  фокуса.  Строятся  зависимости  (Мм)  и  находится 
интервал  (точка)  пересечения  их  графиков  (рис.  4),  вычисляются  коорди¬ 
наты  точек  А,  5,  Р  и  угловые  коэффициенты  определяющих  лучей  фокаль¬ 
ных  гарантирующих  линий. 

Этап  3,  построение  огибающих.  С  помощью  формул  (3.2)  и  верхней 
(нижней)  ломаной  вычисляются  координаты  вершин  нижней  (верхней) 
огибающей.  Совокупность  опорных  полупрямых  этих  огибающих  задает 
искомое  ноле  траекторий  поиска  в  области  Хь. 

Э  т  а  п  4,  графическая  выдача  результатов  расчета.  Для  каждой  верши¬ 
ны  ломаной  Е  вычисляются  угловые  коэффициенты  небольшого  числа 
(одной-трех)  траекторіей  поиска,  приходящих  в  эту  вершину.  Выдача 
предусматривает  изображение  границы  области  В ,  огибающих  и  совокуп¬ 
ности  траекторий. 

Таким  образом,  выходными  данными  алгоритма  является  достаточно 
плотная  совокупность  траекторий  поиска.  Важной  задачей  для  практиче¬ 
ского  применения  данной  методики  является  построение  синтеза  опти¬ 
мального  управления,  т.  е.  отыскания  по  заданной  начальной  точке  х 
е Хь  оптимального  направления  движения.  По  существу  достаточно  ука¬ 
зать  ту  из  вершин  ломаной  Ь ,  куда  следует  двигаться  по  прямой  из  точки 
гг0.  Разработана  модификация  алгоритма,  решающая  задачу  синтеза. 
Этап  4  в  этом  случае  заменяется  этапом  отыскания  упомянутой  вершины 
ломаной  і,  причем  графическая  выдача  включает  в  себя  также  искомую 
траекторию. 

Алгоритм  реализован  в  программе,  написанной  на  языке  фортран. 
На  рис.  5,  6,  7  показаны  результаты  расчетов  для  случаев,  когда  область  В 
является  треугольником,  двенадцатиугольником  и  многоугольником,  при¬ 
ближающим  эллипс 
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В.  Ю.  ТЕРТЫЧНЫЙ 

ОЦЕНИВАНИЕ  ПАРАМЕТРОВ  УПРАВЛЯЕМЫХ  ДИНАМИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ  В  УСЛОВИЯХ  НЕИЗВЕСТНОГО  ДРЕЙФА 


Предложен  метод  оценивания  вектора  неизвестных  параметров  в  задаче  адаптив¬ 
ной  стабилизации  управляемой  динамической  системы.  В  основу  метода  положена 
известная  процедура  обращения  матриц  по  Муру-Пенроузу.  В  качестве  приложения 
полученных  результатов  рассмотрена  задача  управления  вращательным  движением 
лентопротяжного  механизма. 

Введение.  Настоящая  работа  посвящена  исследованию  весьма  важного 
и  наименее  изученного  случая  в  теории  адаптивного  управления,  когда 
вектор  неизвестных  параметров  объекта  представляет  собой  некоторую 
вектор-функцию  времени  [1—5].  Отдельные  фрагменты  решения  этоіі  за¬ 
дачи,  основанные  в  той  или  иной  степени  на  использовании  аппарата 
функций  Ляпунова,  можно  найти  в  [6—11].  Наибольшие  сложности,  кото¬ 
рые  возникают  здесь  при  формировании  сходящихся  алгоритмов  оцени¬ 
вания,  состоят  в  доказательстве  монотонного  убывания  функции  Ляпунова 
на  траекториях  управляемого  процесса.  Автором  предложен  метод  реше¬ 
ния  задачи  оценивания  в  условиях  неизвестного  дрейфа  параметров,  по¬ 
зволяющий  избежать  упомянутые  трудности;  способ  решения,  в  основе  ко¬ 
торого  лежит  известный  матричный  метод  псевдообращения,  является 
естественным  продолжением  развитых  в  [И,  12]  процедур  сравнения. 
В  статье  нашли  отражение  вопросы  адаптивной  последовательной  филь¬ 
трации  части,  касающейся  асимптотической  сходимости,  а  также  некото¬ 
рые  результаты  численного  моделирования  управляемого  вращательного 
движения  лентопротяжного  механизма. 

1.  Постановка  задачи.  Рассматривается  управляемая  нелинейная  ди¬ 
намическая  система,  движение  которой  описывается  уравнениями  Лаг¬ 
ранжа  2-го  рода  следующего  вида: 

А(д,  т)д+Я(д,  д,  т)=в,  (1.1) 

где  д(/),  и(і)^Яп  —  векторы  обобщенных  координат  объекта  и  управления 
для  него  соответственно;  Л(д,  т)  —  квадратная  положительно  определен¬ 
ная  матрица  кинетической  энергии;  5(д,  д,  т)  —  векторная  квадратичная 
форма  обобщенных  скоростей.  Предполагается,  что  Л(д,  т)  Б(д,  д,  т)  за¬ 
висят  линейно  от  вектора  неизвестных  параметров  т (і),  где  г(і)^Яи  і(Ь)^ 
е=й2;  Я{,  Я2  —  ограниченные  замкнутые  множества:  Яи  Яг^Я™  (в  качест¬ 
ве  т і,  і=1,  2,  . . . ,  т  могут  рассматриваться  такие  изменяющиеся  во  вре¬ 
мени  характеристики,  как  массы,  моменты  инерции,  линейные  размеры 
объекта  и  т.  д.  в  уравнениях  (1.1),  описывающих  широкий  класс  робото¬ 
технических,  гироскопических  и  ипых  твердотельных  систем) .  Требование 
линейной  зависимости  не  является  слишком  ограничительным.  Нелиней¬ 
ный  случай  путем  переобозначения  сводится  к  линейному;  исходная  не¬ 
линейная  функция  параметра  предполагается  при  этом  взаимно  однознач¬ 
ной  для  существования  обратного  преобразования. 

Относительно  характера  изменения  т(^):  считается,  что  непрерывный 
достаточно  гладкий  дрейф  происходит  без  каких-либо  ударных  или  реак- 
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тивных  эффектов.  Известію  [13,  14],  что  тогда  уравнение  движения  си¬ 
стемы  формально  ничем  не  отличается  от  уравнения,  где  параметры  по¬ 
стоянны;  следует  только  иметь  в  виду,  что  т=т  (і).  Далее,  будем  различать 
между  собой  два  случая  изменения  вектора  т(^).  В  первом  из  них  пред¬ 
полагается  неизвестной  зависимость  х(і)  от  времени.  Назовем  его  неиз¬ 
вестным  дрейфом  параметров  в  отличие  от  известного  дрейфа,  когда  счи¬ 
тается  известной  зависимость  т  (і)  от  времени  и  от  неизвестных  постоян¬ 
ных  коэффициентов.  Очевидно,  что  второй  случай  целиком  укладывается 
в  схему  оценивания,  где  неизвестные  параметры  постоянны  [2]. 

Поставим  задачу  оценивания  параметров  для  неизвестного  дрейфа  в 
терминах  адаптивной  стабилизации  задачи:  требуется  в  (1.1)  сформиро¬ 
вать  а)  адаптивное  управление  и^=и^(і),  д(і),  дР{-),  т{і)),  ||и(д,  д,  дР, 
т  || <С,  где  С  — заданная  постоянная;  т  (і)^Кт  —  вектор  оцениваемых  (на¬ 
страиваемых)  параметров,  и  б)  алгоритм  для  нахождения  т  :  т=т  (д(0> 
ц(і),  дР(-)>  т(0)  таким  образом,  чтобы  с  течением  времени  выполнялись 
покомпонентно  предельные  соотношения 

0(О“*9р(*)>  т(0~^т(0  (*-*«,),  (1.2) 

где  дР(0  —  программное  движение  системы,  заданное  на  всем  временном 
интервале.  Для  прикладных  задач  удобно  вместо  условий  (1.2)  взять  це¬ 
левые  условия 

ІІ9(0-9р(*)ІІ<6‘.  Ік(0-т(0ІІ<б2,  (1.3) 

где  бі,  б2  —  положительные  постоянные,  задающие  точность  отслеживания 
на  конечном  отрезке  времени  ^е[0,  Т];  \\х[\  —  евклидова  норма  вектора  х. 

Предлагаемый  вниманию  метод  решения  задачи  адаптивной  стабили¬ 
зации  в  условиях  неизвестного  дрейфа  параметров  обладает  рядом  пре¬ 
имуществ  по  сравнению  с  традиционными  способами  решения,  а  именно 
выбор  и  обоснование  сходящихся  процедур  оценивания  и  управления  осу¬ 
ществляется  без  привлечения  аппарата  функций  Ляпунова.  Полученная  в 
работе  схема  оценивания  вполпе  пригодна  для  практической  цифровой 
обработки,  в  чем  убеждают  результаты  проведенного  машинного  экспери¬ 
мента. 

2.  Метод  матричного  псевдообращенші.  Преобразуем  уравнение  (1.1). 
Для  этого  воспользуемся  тем,  что  векторы  Л(д,  т)д  и  В (д,  д,  т)  линейно 
зависят  от  т.  Имеем 

С(д,  д ,  д)т=и,  (2.1) 


где  функциональная  матрица  С(д,  д,  д)  размерности  пХт  линейно  зависит 
от  д;  С(д,  д,  д)=С,(д,  д)+С,(д,,  д); 

Сі^,  д)={С1(д,  д )}^=3[Л(д,  т)дУЗт,-; 
д)={С2(д,  д)},;=а[5(д,  д,  т)],/дтр, 
і= 1,  2 /= 1,  2,  . . . ,  т. 

Если  в  уравнении  (2.1)  выбрать  управление  вида  [15,  16] 

и=С(д,  д,  д.)т,  (2.2) 

где  т  (0  —  вектор  настраиваемых  параметров  т;  С(д,  д,  д.)  + 

+С2(д,  д);  д.(а=9р(0-“(?(0-9р(0)-Р(9(0-?р(0);  а.  Р  -  любые  за¬ 
данные  положительные  числа,  то,  подставляя  (2.2)  в  (2.1),  получим  при 
т(і)=т (і),  что  д(0~^"?р(0  ПРИ  ^°°.  В  действительности  же,  условие 
т  (і)=х(і)  не  выполняется  и  поэтому  в  уравнениях  (2.1),  (2.2)  необходи¬ 
мо  выбирать  алгоритм  для  нахождения  т  (I),  при  котором  соотношения 
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(1.2)  будут  иметь  место.  При  подстановке  (2.2)  в  (2.1)  получим  уравнение 

Ст=С*т ,  (2.3) 

где  С=С(д,  д,  д),  С*=С(д,  д,  д„).  Разрешим  уравнение  (2.3)  относительно 
вектора  т.  Очевидно,  что  за  счет  алгебраической  избыточности  в  прямо¬ 
угольной  системе  (2.3)  эта  задача  неоднозначно  разрешима  по  т  (хотя 
имеется  вполне  конкретное  единственное,  но  неизвестное  значение  т!). 
Чтобы  снять  это  несоответствие,  будем  предполагать,  что  квадратная  мат¬ 
рица  Ф =С*С(тХт)  невырождена  на  множестве  і?д={д,  д,  д}<=і?3п,  т.  е. 
столбцы  матрицы  С  линейно  независимы  (нулевой  вектор  составляет 
ядро  С).  Тогда  известно  [17],  что  система  (2.3)  имеет  единственное  реше¬ 
ние  т,  минимизирующее  ||С*т— Ст||2: 

т=5т,  (2.4) 

где  8=С+6*,  С+  —  псевдообратная  по  Муру-Пенроузу  матрица,  определя¬ 
емая  как 

0+  =  Ііш  (С*С+62/)  “1С*=Ф“1С*, 

6-*0 

/  —  единичная  матрица  размерности  т  (здесь  через  *  обозначена  операция 
транспонирования) . 

Если  в  качестве  алгоритма  оцениваемых  параметров  выбрать 

X—' Т=— т(т-т),  7>0,  (2.5) 

то,  получая  из  (2.5)  решение  т— т=(г— т0)  ехр  (—уі),  г0=т(0),  т0=т(0), 
будем  иметь  х(і)-+х(і)  при  Покажем  теперь,  что  алгоритм  (2.5) 

обеспечивает  выполнение  другого  целевого  соотношения  (1.2):  д(0~^#р(4 
при  С-*-™.  Уравнение  движения  объекта  при  управлении  (2.2)  имеет  вид 

(2.3) .  В  этом  уравнении  ІИНИС^тІІ^  по  условию,  где  С  —  заданная  по¬ 
стоянная,  т.  е.  матрица  С *  является  ограниченной.  Подставляя  значение 
т  из  (2.5)  в  (2.3),  получим 

Сх=С*х+С*  (т0— То)  е_т*, 

откуда  в  силу  ограниченности  С* 

ф(г)=С*(т0— т0)е“7*-ѵО  (*-►«>).  (2.6) 

Из  двух  последних  выражений  вытекает  равенство 

[&*(?>  ?)—&(?,  ?>)]т=ф(г), 

которое  может  быть  переписано  как  Н(д,  т)  (д— д*)=ф(0-  Так  как  матри¬ 
ца  Н(д,  т)  положительно  определенная,  то  с  учетом  предельного  соотно¬ 
шения  (2.6)  имеем  д{і)~д*{і)  -*(),  а  тем  самым  и  при  і->- 

В  алгоритме  (2.5)  вектор  т  неизвестен,  поэтому,  подставляя  вместо  т, 
т  их  значения  из  (2.4),  получим  алгоритм  оценивания  вида 

(1-8)  Т  =  (8+ч8-чІ)Ъ.  (2.7) 

Поскольку  уравнения  (2.5)  и  (2.7)  тождественны  друг  другу  в  силу  урав¬ 
нения  объекта  (2.3),  решение  (2.7)  х  (і)  стремится  к  т  (і)  при 
Замечания.  1.  Отметим,  что  матрица  Ф  =С*С  может  быть  особой  при  не¬ 
которых  значениях  обобщенных  координат,  их  скоростей  и  ускорений. 
Эти  значения  переменных  состояния  для  каждой  конкретной  управляемой 
динамической  системы  могут  быть  определены.  К  примеру,  для  многосте¬ 
пенного  манипулятора,  состоящего  из  последовательно  соединенных  пря¬ 
молинейных  звеньев,  вырождение  матрицы  С*С  возможно  лишь  при  усло¬ 
вии,  что  все  звенья  расположены  на  одной  прямой.  Такие  конфигурации 
не  допустимы  и  их  следует  выделять  за  счет  ограничений  на  переменные 
состояния.  Кроме  того,  эффективность  предлагаемого  алгоритма,  связан¬ 
ная  с  вырождением  матрицы  Ф,  может  быть  снижена  за  счет  плохой  чис- 
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ленной  обусловленности.  Этот  вопрос  требует  специального  рассмотрения 
и  выходит  за  рамки  данной  работы. 

2.  В  алгоритме  адаптации  (2.7)  матрица  5  зависит  от  д(^),  </(*),  $(1) 

в  текущий  момент  времени  в  матрице  *5>  к  этим  вектор-функциям  вре¬ 
мени  добавляется  вектор  Ясно,  что  для  функционирования  «грубо¬ 

го»  алгоритма  (2.7)  требуется  технически  сложное  аппаратурное  обеспече¬ 
ние  непрерывного  процесса  измерения  значений  указанных  вектор-функ¬ 
ций  времени. 

3.  Адаптивная  фильтрация.  С  целью  устранения  последнего  ограниче¬ 
ния  проведем  последовательную  фильтрацию  алгоритма  оценивания  (2.4), 
(2.5)  [11,  18,  19].  Проинтегрируем  уравнение  (2.6)  с  весом  ехр  [— х(і— 
— $)  ],  х>0  на  промежутке  [0,  і]: 

і  і 

|е-х(*-5)т ^--*«-в>($($)^($)й$в  (3.1) 

о  о 

Далее,  вводя  в  рассмотрение  вектор-функцию  іѵ(і) 

і 

“КО— це-м  +  |е-х('-8)т(8)й$;  щ(0)=р;  б,  х>0,  (3.2) 

О 

убеждаемся  в  том,  что  іѵ(і)  (3.2)  является  решением  уравнения  устойчи¬ 
вого  адаптивного  фильтра  1-го  порядка: 

гѵ  (і)  +ки>  (I)  =т  (0  +ц(х— б)е~б*  (3.3) 

В  (3.2)  (ы  —  постоянный  вектор  размерности  нг,  выбираемый  заранее;  б, 
х  —  заданные  положительные  числа.  В  (3.3)  вектор  неизвестных  парамет¬ 
ров  т (0  определяется  с  помощью  соотношения  (2.4).  Отметим  также, 
что  ю\і)  в  (3.2)  согласно  (3.1)  зависит  от  ^(і),  <і(і)  и  не  зависит  от  $(*). 
Сходящийся  алгоритм  оценивания  сформируем  подобно  (2.5)  в  виде 

гд—г ѵ=—*{(гѵ—іѵ),  Ч>0,  (3.4) 

гд егд(і)  —  отфильтрованное  (сглаженное)  значение  %  (і) : 

і 

г0(і)  =  [1е~6і  —  й;(0)=р,, 

О 

й(і)=т  (і)~  хю (і)  +\х,(ѵ.—~ б)е_6‘.  (3.5) 

Подставляя  (3.2),  (3.3),  (3.5)  в  (3.4),  получим  следующую  запись  ал¬ 
горитма  (3.4)  (где  с  учетом  (2.4),  (3.1)  будем  иметь  алгоритм,  завися¬ 
щий  от  д  (г) ,  (И*),  (КО ) : 

х(і)— т(і)=-(у-8)  (ц,-ц)е~м-(у-к)  |е-х<‘-8)(т  (з)-т(з))Лз.  (3.6) 

О 

Нетрудно  показать,  что  при  Х=у— х>0  этот  алгоритм  оценивания  сходя¬ 
щийся. 

При  подстановке  в  (3.6)  соотношений  (2.4),  (3.1)  получим  следующее 
выражение  для  сходящегося  алгоритма  адаптации: 

і 

(1—8 (0 )  Т  (0  =—  (у— я)  I  ех('-з)  (1—8  (з) )  т  (5)  сіз—  (у— 6)  (р— р) е~6‘. 

О 

Для  того  чтобы  решить  задачу  о  выборе  сходящегося  алгоритма  оце¬ 
нивания  до  конца  (напомним,  что  он  должен  зависитъ  лишь  от  текущих 
значений  д(і),  д(і),  необходимо,  очевидно,  отфильтровать  значения  іѵ(і), 
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гѵ(і).  Поступим  аналогично  тому,  как  это  только  что  делалось,  а  именно 
введем  вектор-функцию 

І  І  8 

ѵ(1)=ѵе~ѵ  +  |е~х(‘“8,ы>(5)йя=ѵе-5'  +  |  е“х(,_8>  [  (ле_6я  +  |е~х(8_г,т(г)йг  ]йя, 

О  0  0 

{ѵ  (0)  =ѵ  —  постоянный  вектор;  %>0),  которая  является  решением  устой¬ 
чивого  фильтра 

ѵ(1)+кѵ(1)  =  ре_б*+ѵ(х— |)е"**  +  |  е-*<*-«>т($)й$, 

о 

где  т (I)  определяется  посредством  (2.4). 

Сходящийся  алгоритм  оценивания  выберем  в  виде 

ѵ—ѵ=—ч(ѵ—ѵ),  ч>0,  (3.7) 

ѵ  ( і )  —  выход  соответствующего  фильтра,  ц,  Ц,  ѵ,  ѵ  —  любые  заданные  век¬ 
торы  размерности  т\  \  —  любое  заданное  положительное  число.  Алгоритм 
(3.7)  в  терминах  т  (0,  т (і)  переписывается  как 

і 

^  ^  — т  (я)  ]  йя=  (4— х)  (р.— ц)  е-к'/  (х— б)  — 

0 

-(ч-б)  (р,-ц)е_57(х-б)-(^-|)  (ч>-ѵ)е~5(- 

І  5 

—  (у— х)  |  |е-х<(-г>[т  (т)—  т(г)  ]йгйя. 

0  0 

В  (3.8)  входят  только  значения  д(і),  дОО-  С  помощью  простых  преобра¬ 
зований  можно  установить,  что  алгоритм  (3.8)  сходится  относительно  т (і). 

Проинтегрируем  уравнение  (2.4)  дважды  с  весом  ехр  [—  х(і— 5)], 
х>0,  на  [0,  і\ : 

<3  і  8 

1 1  е_х<'~г)т(г)йг  йя  =  |  |е_х(,_г,5(г)т  (т)йг  йя.  (3.9) 

0  0  0  0 


С  использованием  (3.1),  (3.9)  алгоритм  (3.8)  записывается  в  виде 


(3.10) 


|е“х(*'8)  (1-8 ($))  х  ($) (І8=Н (0-^11  е“х(*~г)  ( 1—8 (г) )  т  (г)  йг 


На  основании  изложенной  методики  использования  последовательной 
адаптивной  фильтрации  приведем  функциональную  блок-схему  (рис.  1) 
механизма  параметрического  оценивания  в  управляемых  динамических 
системах  при  наличии  дрейфа  параметров. 

Дадим  некоторые  пояснения  к  рис.  1:  римскими  цифрами  I,  II,  III 
обозначены  блоки  оценивания  (АО  — алгоритм  оценивания,  АФ  —  адап¬ 
тивный  фильтр),  зависящие  от  д,  д,  д  в  I;  д,  д,  д  в  II;  д,  д  в  III;  ЦУ  — 
цель  управления;  ВНП  —  вектор  неизвестных  параметров  т;  СВНП  —  сгла¬ 
женный  вектор  неизвестных  параметров  т\  т": 

і  І  8 

т'(і)=  1  е-х<‘-3>т(я)йя,  т"(і)=  1  1  е-х((-г)т(г)йгйя,  х>0. 

о  0  0 


Алгоритм  оценивания  (3.6),  (3.8)  подобно  (2.5)  обеспечивают  стаби¬ 
лизацию  объекта  управления  относительно  программного  движения. 
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К  примеру,  для  алгоритма  (3.8)  при  подстановке  в  уравнение  (2.3)  его 
решения  т  (і)  — т(Ц  ='&(*),  где  й(Ц  =  (ѵ— ѵ)  (х— ч)2е~ѵ—  (ѵ— ѵ)  (х— |)2е-1'— 
—  (ц—  |ы)  (х — 6)  в-6*,  получим  Ст=С*т+С*гс)\  откуда  в  силу  ограниченности 
матрицы  С*  и  экспоненциального  убывания  к  нулю  вектор-функции  0(0 
будем  иметь  при 

4.  Практическая  реализация.  Предложенная  адаптивная  система  управ¬ 
ления  (2.1),  (2.2),  (3.10)  численно  моделировалась  на  ЭВМ  ЕС-1045  при¬ 
менительно  к  изменяющимся  неизвестным  образом  характеристикам  лен¬ 
топротяжного  механизма  с  уравнением  движения  [20,  21] 

(/+Сф2+^ф3+^ф0ф+^Ф+С=Л/,  (4.1) 

где  /=иг0г02/2,  С=Врг02/г2/2я,  В=Врг0к3/Ап2,  /?=2?р//4/32я3,  /7=Т1і/2я,  С= 
=-7Ѵ0,  г0  —  радиус  вращающегося  вокруг  неподвижной  оси  барабана,  т0  — 
его  масса,  //,  р,  Ь  —  толщина,  плотность  и  ширина  ленты  соответственно, 
Т  —  сила  натяжения  ленты;  0<ф<°°  —  угол  вращения  барабана,  М  — 
управляемый  вращательный  момент. 

Величины  г0,  /п0,  /г,  р,  Т  в  (4.1)  считаются  постоянными  и  заданными, 
(і)  —  меняющаяся  во  времени  неизвестная  ширина  ленты,  которая  вы¬ 
полняет  роль  дрейфующего  параметра.  Цифровое  моделирование  эффек¬ 
та  «бегущей  волны»  показало  достаточно  высокую  работоспособность  пред¬ 
ложенных  алгоритмов  и  соответствие  результатов  полученным  опытным 


О  15  30  45  60 


О  15  30  45  60 

І,С 


Рис.  2 


Ряс.  3 


данным.  Эксперименты  проводились  для  следующих  параметров  и  началь- 


ных  данных: 

Го 

13  мм 

рад-с/с 

Т 

3 

т0 

52 

Ф ^пі2,  рад*с2/с2 

ц 

0 

мм  •  с 

1г 

0.032  мм 

6і  0.001  рад 

ц 

0 

мм  с 

Р 

89- ІО-5  г/мм3 

а  3 

V 

3 

мм  с2 

Т 

40  г 

Р  1 

V 

2 

мм  с2 

к 

2 

б2  0.01  мм 

1 

1 

Длина  ленты  принималась  равной  257- ІО3  мм,  ее  масса  — 91  г.  Были  вы¬ 
браны  два  программных  режима  работы  барабана:  для  сррХ)  (і)  при  к= =* 
=  1.5  рад! с  и  фр2)  (і)  при  тг=0.05  рад! с2.  Графики  зависимостей  (рР(і),  <р(0, 
В  (1) ,  В  (і)  на  промежутке  времени  стабилизации  представлены  на  рис.  2,  3. 

Кратко  прокомментируем  поведение  кривых.  На  рис.  2  барабан  с  лентой 
выставляется  в  начальный  момент  і=0  в  позицию  ф(0)=10  рад.  Под  дей¬ 
ствием  адаптивной  системы  управления  вращением  стабилизация  бараба¬ 
на  по  линейной  программе  достигается  на  уровне  58  с;  по  квадратичной  — 
при  50  с.  Рисунок  3  отображает  процесс  изменения  во  времени  оценок  В 
ширины  ленты  В ,  когда  контрольное,  но  неизвестное  для  формирования 
управления  М  значение  В  меняется  по  синусоидальному  закону  ( В=В0А - 
+В і  віп  В о=12  мм,  В{=2  мм  Ъ2=пІ 30).  Для  двух  программных  движе¬ 

ний  сходимость  процесса  оценивания  параметра  В  с  заданной  точностью 
б2  достигается  при  60  с.  Представленная  в  работе  методика  расчета  адап¬ 
тивной  обратной  связи  прошла  натурные  испытания,  которые  показали  ее 
в  целом  надежное  и  эффективное  функционирование  в  управляемых  си¬ 
стемах  оптико-механического  приборостроения. 
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ВЫБОР  ПРИЗНАКОВ  ПО  ЭТАЛОННЫМ  ОПИСАНИЯМ 
НОРМАЛЬНЫХ  ТРЕХМЕРНЫХ  СОВОКУПНОСТЕЙ 


Рассеяние  трех  признаков  внутри  класса  представлено  в  виде  эллипсоида  рав¬ 
ной  плотности  вероятности.  Дана  методика  определения  коэффициентов  уравнения 
эллипсоида  по  результатам  экспериментальных  измерений  признаков  в  нескольких 
пробах  вещества  одного  класса,  но  с  изменяющимися  неконтролируемыми  парамет¬ 
рами.  Вероятностной  мерой  информативности  трех  признаков  является  условие 
внешнего  касания  эллипсоидов  двух  смежных  классов.  Приведено  обоснование  един¬ 
ственности  критерия  и  дана  методика  его  численного  расчета.  По  результатам  ис¬ 
следований  и  расчетов  сделаны  важные  для  практики  выводы  по  комплексировашш 
троек  признаков  для  повышения  достоверности  распознавания  образов. 


Введение.  Для  любых  систем  распознавания  образов,  разделяющих  об¬ 
разы  по  решающим  функциям,  с  помощью  функций  расстояния  или  прав¬ 
доподобия,  синтаксическими  методами  или  по  другим  алгоритмам  выбор 
признаков  играет  центральную  роль.  Это  обусловлено  тем,  что  резко  по¬ 
высить  достоверность  классификации  любой  системы  можно  лишь  выбо¬ 
ром  информативной  совокупности  признаков.  Наибольшее  распростране¬ 
ние  получили  системы,  распознающие  многомерные  нормальные  совокуп¬ 
ности  признаков  с  одинаковыми  ковариационными  матрицами.  Информа¬ 
тивные  совокупности  признаков  для  таких  систем  выбирают  по  критериям 
расстояний  Эвклида  или  Махаланобиса,  по  дивергенции  Кульбака,  по  кри¬ 
териям  Джеймса  —  Сю,  Беренса  —  Фишера  и  др.  [1,  2].  Эти  критерии  ма¬ 
лоэффективны  для  распространенных  случаев  разделения  материалов  и 
веществ  по  типам  и  сортам,  когда  ковариационные  матрицы  рассеяния 
признаков  в  соседних  образах  существенно  отличаются  друг  от  друга. 
Настоящая  статья  ставит  целью  обосновать  критерий  информативности 
совокупности  трех  признаков  и  изложить  методику  оценки  значения 
критерия. 

1.  Рассеивание  признаков.  Флуктуации  признаков  х ,  у  и  2  в  соседпих 
образах  (сортах)  вызваны  многими  соизмеримыми  по  влияющему  дейст¬ 
вию  причинами  и  поэтому  происходят  по  нормальному  закону  с  матема¬ 
тическими  ожиданиями  х,  у  и  г  и  дисперсиями  оД  оу2  и  аД  а  признаки  х, 
у  и  ^  оказываются  в  большей  или  меньшей  степени  стохастически  связан¬ 
ными  друг  с  другом.  Флуктуации  в  каждом  образе  происходят  в  узких 
диапазонах,  и  стохастические  связи  между  х ,  у  и  2  описываются  трех¬ 
мерным  нормальным  распределением  с  уравнением  эллипсоида  рассеяния 
равной  плотности  вероятности,  которое  следуя  [3],  запишется  в  виде 

' 1){х-хУ+2К^  (. х-х )  (у-у)+2К(х:1)  (х-х)  (г-г)  + 

+  2 К};1'  (у-у)  (г-х)+КІ;1)  ( у-уУ+К Г’  {*-гУ=К\  (1.1) 


л  и-1) 

где  К-хх  ?  А-эсу 


к(-і)  к{~і) 


К 


(-1) 


и  К 


(-1) 


элементы  матрицы,  об¬ 


ратной  к  матрице  (ковариационной)  признаков. 

При  Х=  1  уравнение  (1.1)  описывает  единичный  эллипсоид  рассеяния 
признаков  с  полуосями,  равными  главным  средним  квадратическим  откло- 
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нениям  признаков  по  направлениям  осей.  При  разных  К  из  (1.1)  получим 
семейство  гомотетичных  эллипсоидов  с  разными  вероятностями  р  рассея¬ 
ния  признаков  на  них  (при  К=1  /7=0.(383,  при  К=2  /)=0.954,  при  /ѵ— 3 
р=0.997  и  т.  д.  согласно  плотности  нормального  распределения).  В  общем 
случае  эллипсоиды  рассеяния  сигналов  в  смежных  образах  отличаются 
друг  от  друга  размером,  формой  и  пространственным  положением  (см. 
рис.  1).  Уравнение  эллипсоида  (1.1)  однозначно  определяется  тремя  ма¬ 
тематическими  ожиданиями  и  шестью  элементами  обратной  ковариацион¬ 
ной  матрицы. 

Для  определения  уравнения  (1.1)  при  постоянном  заданном  классе 
вещества  отбирают  п  проб  с  одинаковым  значением  контролируемого  (рас¬ 
познающего)  параметра  и  с  разными  (случайными)  значениями  неконт¬ 
ролируемых  параметров  и  в  каждой  і- й  пробе  измеряют  значения  призна¬ 
ков  Хі,  уі  и  т,і.  По  измеренным  значениям  рассчитывают  х ,  у  и  г  и  элемен¬ 
ты  ковариационной  матрицы 


Кх 


г=ах2=(?г— О"1  У і  (хі-х)2,  Куу=ау2=  (га— I)-' {уі~у)'\ 


ЛГ„-о.,=  (в- I)"1  ^(г,-*)*,  (1.2) 

*  =  1 

п  п 

А'х»=(п-1)-1^|  ( Хі-Х  )  ( Уі~У ),  КХІ—  (м  -1)_1  ^  (Хі-Х)  (24-2), 


К, 


,=  (ге-1)-‘2]|  (Уі~У 


у)  (2і-2) 


и  определитель  ковариационной  матрицы 


Кхх 

кху 

кхг 

Кху 

Куу 

Ку: 

К-хг 

Ку. г 

Кгг 

Элементы  обратной  матрицы  рассчитывают  по  формулам 


(1.3) 


іС1)  =  {Кѵѵкіг-ку.:)о-\ 
к!71) = {кхѵкуі-кхгКуу)  я-  \ 
кі;1)  =  (кххкг-кх7)о-\ 

Подставляя  значения  элементов  из 
группируя  члены,  получим 


к‘~1)  =(Кх1Куг-КхѵКгг)0-\ 

К(ѵ:1)  =(КхѵКх-КххКуг)0-\ 

к-71)  =  (КххКѵу-Кху2)0-\  (1.4) 
(1.4)  в  (1.1),  раскрывая  скобки  и 


аих2+а22у2+а332і+2апху+2а13х2-\-2агзуг+2Аіх+2А  3у+2А3г+А~К2= 


где  обозначено 


=Р1+А-К2= 0, 


(1.5) 


аи={КууКг-Кѵ7)В-1,  о-гі— (К ХХК  2г— Кхгг)  1)~\  а  з  з = ( КххКп —Кху2)0~\ 
а\2—{КхгКуг—КхуКт7)  В~\  «із=  ( КхуКѵ-КхгКуѵ)  В~\ 
а23=  ( КХ,,КХІ — К„КѴ2)  0~\  А ,  =  [  -  х  ( КУѴКгг~Ку7 )  - 
У  (КхгКуг  КхуКгг)  2  {КХІІКѴг  к„к„)  ]  1 . 

А2=  [-у{КххКг-Кх7) -X  (. КхгКУг+КхуКіг ) -І(КХѴКХ-КХХКЦ1)  ]  я-\ 

Л  3=  [  -X  (КхѵКу-КХ2Кп)  ~у(КхуКх-КххКуг)  -г  (КххКуу-Кху2)  ]  0~\ 

А  =  [х2{КууКг  -Ку2)+2ху  (КхгКу-КхуКІг) +2хг  (КхуКу  -КхгКуѵ)  + 
+2уг  (КхуКх-КххКѴ2)  +уг{КххК2~Кх7)  +?  {КххКѵу-Кху2) }  0~\  (1.6) 
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Рис.  1.  Эллипсоиды  рассеяния  равной  плотности  признаков  х,  у  иг  для 
двух  смежных  образцов  и  ограничивающий  эллипсоиды  параллелепи¬ 
пед 


Поступая  аналогично,  получим  подобное  (1.6)  уравнение  эллипсоида 
для  второго  класса  вещества: 

Ъііх2Л-Ъ22У2~^Ъзі7,2-\-2Ъі2ху-\г2ЪІЗх7,+2Ъ23у7,Л-2Віх-\- 

+2В2у+2В3г+В-К2=Р2+В-К2=0.  (1.7) 

Эллипсоиды  по  уравнениям  (1.5)  и  (1.7)  Эі*  и  Э2к  показаны  па  рис.  1. 
Наиболее  распространен  случай,  когда  проекции  Эіь  и  Э2к  на  любую  из 
плоскостей  хОу ,  хОъ  или  у0%  (т.  е.  соответствующие  эллипсы  на  плоско¬ 
стях)  взаимно  пересекаются,  т.  е.  когда  ни  по  одной  из  пар  признаков 
(х,  у ),  (х,  т>)  или  (г/,  т,)  нельзя  достоверно  отличить  один  класс  вещества 
от  другого.  Зато  вследствие  непересечения  эллипсоидов  Э  *  и  Э2к  при  соот¬ 
ветствующем  К  можно  с  соответствующей  вероятностью  отличать  классы 
вещества.  Значение  К ,  при  последовательных  увеличениях  которого  Эк 
и  Э2*  начинают  снаружи  касаться  друг  друга,  является  однозначной  ве¬ 
роятностной  мерой  отличения  смежных  классов  вещества.  Чем  больше  К , 
тем  надежнее  отличение.  Поэтому  наименьшая  величина  К ,  при  которой 
эллипсоиды  (1.5)  и  (1.7)  касаются  друг  друга,  является  однозначной  ве¬ 
роятностной  мерой  информативности  тройки  признаков.  Остается  оценить 
значение  К  для  известных  уравнений  (1.5)  и  (1.7),  т.  е.  для  заданной 
совокупности  тройки  признаков. 

2.  Информативность  признаков.  Эллипсоиды  Эк  и  Э2*  внешне  касаются 
в  точке  М  если  выполняются:  условие  пересечения  эллипсоидов  в  точке 
Д/еЭ^ЛЭг*  (внешнего)  и  условие  внешнего  касания  Ѵ^1  (М)=і^Р2(М) 
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прн  2<0.  Пусть  множество  8={М^В3:  ^Рі(М)=і^Р2{М)  для  некоторого 

К  0}. 

Теорема  1.  Множество  5  представляет  собой  ограниченную  непре¬ 
рывную  кривую 


(  х=х(і) 

Т(0:  1  У=у(і),  -оо<г^0,  где 

I  2=2(0» 


7  (0)  =Оі  —  центр  эллипсоида  ЭД  у  (  — 00 )  =02  —  центр  эллипсоида  ЭД 


*(0  =  [^(0Г1 


ѵ( 


іВі  —  Аг 
іВ2  —  А2 
іВч —  А3 


122 


-іЬг 
—  іЪ2 
,  —  іЬ. 


23 


—  ^іі  ^В і  А} 

—  іЬ12  іВ2  А 2 

іВ3  —  А3 


12  ^12 

а- «о  іЪ 


1 13  ' 


а. 


23 


іЪ± 
—  іЪ 
іЪ3 


23 


#зз  6С/33 

#із  іЪ13 

#23  ^23 

#33  ^5 


у33 


(2.1) 


#ц  — 

^11 

#12 

ІЪ±2 

іВ1  — 

лг 

*(і)  =  [В(і)  Г1 

а12 

^712 

#22 

І&22 

іВ2  — 

А2 

#13 

іЬі3 

#23 

іЪ-23 

іВ3  — 

Л3 

#н 

^11 

#12 

^12 

#13 

^13 

0(і)  = 

а  и 

:  ^12 

#22 

^12 

#23 

1^23 

. 

#із 

! -  ^13 

#23 

^23 

#33 

І^зз 

Доказательство.  0(/)=тН)  при  ^<0.  Действительно,  0(О=О^=>- 
-НЛ|Д(0|Л-1|=0,  где  А  —  ортогональная  матрица,  приводящая  матрицу 


(Ь„)/=1  к  диагональному  виду  [4].  Отсюда  | А|  (сіц)—  1(Ь^)  |А  !|=0  или 
[ЛСа^Л-^ЛСб^Л^НО,  где  \А{ац)А-[\=>(а^) ,  а 


«Л(6І/)А"1  = 


V 


о 

о 


Поэтому 


0(0  =  0ф» 


пі 


* 


о  о 


Ь  2 
#2 


Ь  2 

^3 


112 


*12 


113 


Ъ  2 

и2 


1 33 


V 


Обозначим  определитель  в  левой  части  последнего  равенства  через  0ДО- 
Тогда  04  (0  =с1^3+ с2^2+с3і+с4,  где  с4=-  {ЪхѢ22Ъ2г)~\  с2=а33'(6і2Ь22)'1+ 
+а22,(612Ь32)-1+аіі'(&22Ьз2)"1,  /  с3=— ^(а^Лз»'— #2з'я^ 

—  &3  Д#Ц  #22  ^12  )  }  С4=Й11  ^22  #33  ~ 4 2  Щ3  (123  #13  #22  #11  #23  #33  #12  • 

Из  свойств  матрицы  (а*/)  следует  [5],  что  Сі <0,  с2>0,  с3<0  и  с4>0.  По¬ 
этому  из  анализа  В{  (і)  видно,  что  точки  экстремума,  если  они  сущест¬ 
вуют,  имеют  одинаковый  знак,  причем  0/(0)  <0.  Поскольку  1іт0і(^)  = 

І — >+оо 

=— оо,  а  Ііш  0!  (0  =+°о,  то:  если  точек  экстремума  нет,  то  функция  04(О 

І  — >оо 
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Рис.  2.  Зависимости  значения  оп¬ 
ределителя  Бі  от  і 


Рис.  3.  Зависимости  а=ёі  (2)  и  (3=#2(г) 


убывающая  и  В{(1)=^ 0  при  2<0  (ведь  А(0)<0);  если  точки  экстремума 
существуют,  то  Оі(і)  может  иметь  один  из  показанных  на  рис.  2  гра¬ 
фиков.  График  на  рис.  2,  а  соответствует  случаю,  когда  две  точки  экстре¬ 
мума  отрицательны,  а  на  рис.  2,  6  —  когда  положительны.  Случай  с  одной 
точкой  экстремума  невозможен,  т.  к.  /Ѵ(0)<0  и  В\(і)  ведет  себя  одно¬ 
значно  при  2-^+°°. 

Исследуя  В"(і),  видим,  что  для  функции  Ві(і)  существует  единствен¬ 
ная  точка  перегиба,  соответствующая  20=:—1/зС2с1_1,  20> 0.  Поэтому  точки 
экстремума  для  В±(і)  могут  быть  только  положительными.  Отсюда 
Ві'  (1)<  0  и  Ві(і)^0  при  2<0. 

Зафиксируем  КО  и  найдем  решение  системы  уравнений,  возникающей 
из  соотношений  у ,  2,)=№Р2(х,  у,  я).  Так  как  В(і)Ф 0  при  2<0,  то 

по  правилу  Крамера  согласно  [4]  получаем  формулы  (2.1)  для  х(і ),  у(і) 
и  %(і). 

Непрерывность  кривой  у  (2)  следует  из  непрерывности  рациональной 
функции,  знаменатель  которой  отличен  от  нуля.  При  2=0  получим  систе¬ 
му  уравнений  центра  эллипсоида  ЭЛ  Устремляя  2  к  —  °°  в  системе 
і-'ѴР^х,  у ,  %)=^Р2(х,  г/,  я),  получим  систему  уравнений  центра  эллип¬ 
соида  Э2к .  Теорема  1  доказана. 

Теорема  2.  М^8 <=>  3 Кі  и  К2 :  ЭЛ  и  Э Л  внешне  касаются  в  точке  М. 

Доказательство.  Пусть  М^8.  Увеличим  ЭЛ  (увеличивая  в  нем  К) 
чтобы  М^ЭЛ.  Увеличим  ЭЛ  (увеличивая  в  нем  К)  чтобы  М^Э2к\  Так  как 
М^8{,  то  Эі  и  Э2  имеют  одну  и  ту  же  касательную  плоскость  в  точке  М 
и  лежат  по  разные  стороны  плоскости.  Следовательно,  ЭЛПЭЛ=М. 

Пусть  ЭЛ  и  ЭЛ  внешне  касаются  в  точке  М.  Тогда  верно  условие  опре¬ 
деления  внешнего  касания  и  поэтому  М^8.  Теорема  2  доказана. 

Рассмотрим  уравнение 

р,  (х(і),  у(і),  г(і))-Р2(х(і),  у(і),  г(1))+А-В= 0.  (2.2) 

Теорема  3.  Решение  уравнения  (2.2)  существует  и  единственно  при 

2<0. 

Доказательство.  Пусть  #Д2)  =^РІ  {х(і),  у(і),  я(2))+Н,  а  #2(/)  = 
=Р2(х(і),  у(і),  %(і))+В.  Геометрически  каждая  из  этих  функций  пред¬ 
ставляет  собой  квадраты  коэффициентов  расстояния  для  ЭЛ  и  ЭЛ,  такие 
что  у(і),  2(2))^ЭЛ  и  (х(і),  у(2),  2(2))е=ЭЛ.  Покажем,  что  (2)  — 

непрерывная  убывающая  функция  на  (— °°,  0] ,  причем  ^  (0)  =0,  Ііт  (2)  = 

І-+- оо 
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=Кі>  1.  Непрерывность  §і(і)  следует  из  непрерывности  7  (і) .  Поскольку 
7(0)  —  центр  эллипсоидов  при  разных  К ,  то  коэффициент  растяжения 
К=-0,  т.  е.  #і(0).  Поскольку  у(— °°)  —  центр  эллипсоидов  ЭД  то  ёі(— °°)  = 
=А1>1.  Докажем  убывание  Для  этого  достаточно  доказать  (ведь 

#і(0)=0,  Ит^(0=:^і>1),  ито  если  іл^і^ё^і^^ёг^г) .  Во-первых,  если 

І-+-  оо  ^ 

*і=^2=^7(^)=^Т(^)  (в  противном  случае  ѵ^і(т(^))=3^іѵ^2(т(^і))  и 
Ѵ^1(Т(^))^2Ѵ^2(Т(^1))  и  отсюда  Ѵ/г2(т(гі))=Ю,  что  для  конечного  і{ 
выполняться  не  может).  Во-вторых,  если  7  (М  (*а)  =^і  (О  ^#2(^2) 
(в  противном  случае  эллипсоид  ЭЛ  при  Кі=У (и)  пересекает  ч(і)  в  двух 
точках,  что  не  может  быть,  т.  к.  ЭЛ  при  А4= У$і(іі)  касается  в  двух  точках 
7(^)  и  7(^2)  эллипсоидов  из  семейства  Э2Й).  Аналогично  можно  доказать, 
что  §2(1)  -  непрерывная  возрастающая  функция,  причем  #2(0)  =А2>1, 
1іт^2(^)=0.  Тогда  из  поведения  графиков  функций  а=§і(і)  и  (і=#2(0 

І— »— ос 

(см.  рис.  3)  видно,  что  решение  уравнения  (2.2)  существует  и  оно  един¬ 
ственно.  Теорема  3  доказана. 

Теорема  4.  Пусть  г0<0  —  решение  уравнения  (2.2).  Тогда  7(^0)  — 
точка  внешнего  касания  эллипсоидов  Э4*  и  ЭД  где 

К=>р\(х(іо),  у(і 0),  *(іо))+А.  (2.3) 

Доказательство.  Пусть  ^<0: 

Рі(х(і0),  у  (іо),  г(і0))-Р2(х(іо),  У  (іо),  %(іо))+А-В=0.  (2.4) 

Пусть  К  определяется  из  (2.3).  Рассмотрим  Э^  и  Э2Й  и  точку  М=ч(і0). 
Возводя  (2.3)  в  квадрат,  имеем  Л/^ЭД  Из  соотношения  (2.4)  следует 
ЭД  Поскольку  М<^8,  то  М  —  точка,  в  которой  Эій  и  Э2А  внешне  касают¬ 
ся.  Теорема  4  доказана. 

Теорема  5.  10<(сІ/а)3,  где  й  —  диагональ  прямоугольного  параллеле¬ 
пипеда,  в  котором  находятся  Эі1  и  ЭД  а  —  минимальная  из  полуосей  эл¬ 
липсоидов  ЭР  и  ЭД 

Доказательство.  Пусть  х=ф(х)  —  поворот  или  сдвиг  в  Д3,  /(Д/)  — 
некоторая  дифференцируемая  функция  в  Д3,  .Г— /0ф_1.  Тогда  \^{(М0)\  = 
=  |  ( М0 )  |,  т.  е.  повороты  и  сдвиги  не  меняют  длины  вектора-градиента. 
Известно,  что  V/  (ср(Ж0)  )=/фѴ/(М0),  где  /ф  —  якобиан  преобразования  ф. 
В  нашем  случае  /ф  —  ортогональная  матрица.  Тогда 

I V/  (ф  (М0))  I*  -  (V/  (ф  (ад,  V/  (ф  (ад)  =  (/ФѴ/  (М0), 

/фѵ/  (ад  =  (V/  (м0),  /ф*/ф  ѵ/  (м0))  =  (V/  (м0),  ѵ/  (м0))  =  |  ѵ/  (м0)  |2. 

Оценим  минимальную  и  максимальную  длины  векторов-градиентов  для 
}(х,  у,  2 )  =х2 (каі ) ~2+у2 ( ка2) ~2+22 ( ка3) “2  для  точек  (х,  у,  2):  /(ж,  у,  г)  =1; 
а,,  а2,  а3  —  полуоси  эллипсоида  Э4,  1.  Очевидно,  что  |Ѵ/(#,  у, 

2)  |  =4а:2  ( ДаД _4+4у2 ( Да2)  _4+422 (Ха3) -4<4  ( Да) ~4  (х2+у2+22)  <  (4 ЛЦКа)1'. 
Далее,  |Ѵ/(я,  У,  2)  ]2>4а2 (Дй)~4.  Поэтому  |*0|<|  ѴА|  |  ^/2|_1< 
<й(Да)_2а_1  (Ай)2=(^/а)3.  Теорема  5  доказана. 

Итак,  для  того  чтобы  найти  К,  нужно  найти  і0  (см.  теорему  4).  — 

решение  уравнения  (2.2),  которое  можно  переписать  в  виде  ^г(і)  — 

—0  или  ^(0=0,  где  ${і),  как  легко  видеть,  непрерывная  убывающая 
функция.  Очевидно,  что  для  нахождения  і0  можно  использовать  метод 
биссекций.  Пусть  точность  вычисления  і0  задана  и  равна  е.  Пусть 
2>1о^2(Д/е),  где  П=(сІ/а)5.  Тогда  можно  предложить  следующую  цепочку 
арифметических  действий  для  вычисления  К:  1)  /Г=Д/ 2;  2  — П ^§(К')\ 

З-Я'-Г+АвзпОІ,);  4)  Пг=е{К")',  5)  К”'=КГ  +  ^ѣъ 
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2/-1)  К'=К'-1+-^Зё іЦП,-.),  2 1)  К=>іи(х(К‘),у(К1), 

г(К1))+А.  Цепочка  арифметических  действий  по  вычислению  К  быстро 
сходится  и  легко  реализуется  на  микропроцессоре  или  любой  ЭВМ.  Даже 
для  достаточно  большого  пространства  если  й— 0.5,  «=0.01  при  точности 
0.001  достаточно  взять  28.  Из  таблицы  нормального  распределения  по 
вычисленному  значению  К  находят  вероятность  различения  р. 

Анализ  изложенного,  подобных  рис.  1  графиков  и  практика  расчетов 
информативности  троек  сигналов  позволили  сделать  следующие  важные 
для  читателя  и  простые  по  интерпретации  практические  выводы. 

3.  Выбор  признаков.  1.  Распространены  случаи,  когда  но  одному  при¬ 
знаку  можно  различать  смежные  состояния  вещества  с  вероятностью  0.6, 
по  двум  признакам  —  с  вероятностью  0.9,  по  трем  признакам  —  с  вероят¬ 
ностью  0.996,  т.  е.  когда  ошибка  различения  при  переходе  от  одного  к  двум 
и  далее  к  трем  признакам  снижается  от  40  до  10%  и  далее  к  0.4%  (или 
снижается  на  два  порядка  и  более). 

2.  Информативность  совокупности  трех  признаков  резко  увеличивает¬ 
ся  с  увеличением  тесноты  стохастической  связи  между  признаками,  что 
совпадает  с  аналогичным  выводом  для  пар  признаков  [6]  и  противопо¬ 
ложно  распространенному  подходу  предшественников  комплексировать 
некоррелированные  признаки  для  увеличения  информативности. 

3.  Наиболее  информативна  совокупность  трех  тесно  коррелированных 
признаков,  наибольшие  оси  эллипсоидов  рассеяния  которых  параллельны, 
а  наименьшие  полуоси  направлены  навстречу  друг  другу  и  наоборот, 
наименее  информативна  совокупность  признаков,  наибольшие  оси  эллип¬ 
соидов  рассеяния  которых  лежат  на  общей  прямой  (при  условии  постоян¬ 
ного  расстояния  между  центрами  эллипсоидов). 

4.  Быстро  приближенно  оценить  информативность  совокупности  трех 
признаков  можно  по  величине  отношения  расстояния  между  центрами 
эллипсоидов  к  квадратному  корню  из  суммы  квадратов  отрезков  прямой, 
соединяющей  центры  эллипсоидов,  находящихся  внутри  эллипсоидов.  Это 
отношение  является  оценкой  К  сверху. 

5.  При  коэффициентах  корреляции  между  признаками  |г|^0.7  комп- 
лексирование  трех  признаков  позволяет  уменьшить  ошибку  разделения 
состояний  вещества  на  два  —  пять  порядков  против  разделения  по  одному 
признаку,  причем  ошибка  резко  уменьшается  с  ростом  абсолютного'  зна¬ 
чения  коэффициента  корреляции. 
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ОЦЕНИВАНИЕ  СОСТОЯНИЯ  ДИНАМИЧЕСКОЙ  СИСТЕМЫ 
ПРИ  НАЛИЧИИ  НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ  СОСТАВЛЯЮЩИХ  В  ШУМАХ 
СОСТОЯНИЯ  И  ИЗМЕРЕНИЯ 


Рассматривается  задача  оценивания  состояния  динамической  системы  при  нали¬ 
чии  неопределенных  составляющих  в  шумах  состояния  и  измерения.  Приводится 
метод  оценивания,  использующий  канонические  разложения  этих  составляющих.  Для 
«сужения»  области  априорной  неопределенности  и  снижения  вычислительной  слож¬ 
ности  алгоритма  используется  адаптивный  фильтр  с  настройкой  элементов  ковариа¬ 
ционных  матриц  шумов  состояния  и  измерения.  Выбор  базисных  функций  в  кано¬ 
нических  разложениях  предлагается  производить  с  использованием  метода  множест¬ 
венных  моделей. 


Введение.  Многие  практические  задачи  сводятся  к  оцениванию  век¬ 
тора  состояния  линейной  динамической  системы 


Ф&,  к—  1%к— 1~1”  1  к—  І^эк— 


М[Ы=0,  1[Ш1=й^н, 

4  к 


(0.1) 


М[х о]  =т0,  М[  (х0— т0)  (х0—т0)г]=Р0 


ио  измерениям 


2к=НкХк+Ѵк, 

М[ѵк]=  0,  М[  ѵкѴ]Т  ]  =Бѵк  6  к-п 


(0.2) 


где  Хк,  \к ,  Ѵк  —  векторы  состояния,  шума  состояния,  шума  измерения  раз¬ 
мера  пХІ ,  /XI,  тХ  1;  Фкік-и  Тк-и  Нк,  В%к  ,  Вѵк,  Р0  —  детерминированные 
матрицы  размера  пХп ,  дХ/,  пгХп,  1X1 ,  пгХтп ,  пХп.  Если  матрицы  Ф*, 
Гй-і,  Нк,  В%к,ВѴк  известны  точно  и  шумы  %к,  ѵк  некоррелированы  (в  том 

числе  друг  с  другом),  то  оптимальные  по  критерию  минимума  дисперсии 
ошибки  оценки  могут  быть  найдены  с  использованием  рекуррентного 
алгоритма  фильтрации  Калмана  [1].  В  [2]  приводятся  обобщения  фильт¬ 
ра  Калмана  для  случаев  коррелированных  между  собой  и  «цветных»  шу¬ 
мов  состояния  и  измерения.  Для  оценивания  состояния  (0.1)  по  изме- 
рениям  (0.2)  в  условиях  неопределенности  могут  быть  использованы  ми¬ 
нимаксные,  минимаксно-стохастические  [3]  алгоритмы.  В  [4]  описан 
адаптивный  метод,  использующий  разложение  неопределенных  состав¬ 
ляющих  и  позволяющий  оценить  состояние  динамической  системы  при 
наличии  неопределенных  элементов  АФЙ,  ь-і,  &Нк  в  переходной  матрице 
ж  матрице  наблюдения.  При  определении  состояния  многих  динамиче¬ 
ских  систем  шумы  %к  состояния  и  ѵк  измерения  не  могут  быть  заданы 
как  случайные  процессы  с  определенными  статистическими  характери¬ 
стиками,  и  более  адекватными  оказываются  их  волновые  [5]  или  канони¬ 
ческие  [6,  7]  представления.  В  связи  с  этим  возникает  задача  оценивания 
состояния  динамической  системы  (0.1)  по  измерениям  (0.2)  при  наличии 
неопределенных  составляющих  в  шумах  состояния  и  измерения. 
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1.  Постановка  задачи.  Пусть  шумы  ѵкв  (0.1),  (0.2)  включают  в 
себя  стохастические  составляющие  |А,  ѵк  и  неопределенные  — ■  ѵк\ 

“I ь+Іь1;  Ѵц—Ѵь+Ѵь.  Статистические  характеристики  шумов  |Л,  ѵк  имеют 
вид 


М[\к]=  0,  Ж[^|/]=ДА6*-г-, 

№*]=о,  лг[адт]=двЛв*-Л. 


На  практике  распространен  подход,  при  котором  составляющие  I*1,  ѵк 
представляются  «эквивалентными»  некоррелированными  шумами  I*1*, 
ѵк*,  с  использованием  известных  методов  [8—10]  адаптивно  настраива¬ 
ются  элементы  их  ковариационных  матриц  і ,  и  в  процедуре 

оценивания  используются  ковариационные  матрицы  шумов  вида 
Дй  +  РД  +  •  Поскольку  при  этом  заведомо  коррелирован¬ 

ные  составляющие  шумов  представляются  в  виде  некоррелированных 
случайных  процессов,  степень  «загрубления»  алгоритма  оказывается  зна¬ 
чительной  и  точность  не  удовлетворяет  требованиям  многих  задач. 

Представим  ѵк  в  виде  разложений  вида 


м 


7  =  1 


М 

•Ц  ««*/«»]'  (М). 

3=1 

ь 

ЪтікІтік  ^  (/Щ  1)? 

7  =  1 


(1.2) 


где  {/Ьк}^;  известные  функции,  выби¬ 

раемые  исходя  из  априорных  данных  о  возмущениях  рД  Предполага¬ 
ется,  что  величины  {азгтД=і>?  д=І7~в  меняются  мед¬ 

леннее,  чем  могут  быть  определены  их  оценки,  что  позволяет  описать  их 
динамику  в  виде 

а8й к=а88к_і  і  Ъря  кс=ЪРдк_і .  (1.3) 

Рассмотрим  алгоритм  оценивания  состояния  динамической  системы  (0.1) 
по  измерениям  (0.2),  использующий  разложения  (1.2)  неопределенных 
составляющих  шумов  состояния  и  измерения. 

2.  Задача  оценивания  состояния  при  наличии  неопределенных  состав¬ 
ляющих  в  шумах  состояния  и  измерения.  Введем  расширенный  вектор 
состояния  размерности  (п+МІ+Ьт) 

—  [%кТ  I  а11ъ  •  •  •  а1Мк  •  •  •  а11]і  •  •  *  аІМ]р11^  •  •  •  Ь1ВК  •  •  •  ^т1]с  •  •  •  ^тг^]Т  *  *^) 

Тогда  с  учетом  (1.2),  (1.3)  уравнения  (0.1),  (0.2)  для  вектора  (1.4)  мо¬ 
гут  быть  записаны  в  виде: 

Хк=Фк,  ь- А-і+Гь-мІь-і, 

іп0  =  М  [г0]  =  [т^і,  п) ;  0(1іМі+ьт)]т * 

Р0  =  М  [(а*0  —  /й0)  (Я0  —  т0)т]  = 

Р о(п,п)  Дп,  миш) 

— - -  |  *  ■  ’  і  * 

-  Дм/,  п)  !  Рощі.  мі)  |  Дм/,  Вт) 

Двт,  п+МІ)  I  Ро (Вт,  Вт) 

2^  И  кХк~^~Ѵкі 


(1.5) 

(1.6) 
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где  Р0а,  Роь  —  соответственно  (ІМ,  Ш),  ( тЬ ,  га/Д-мерные  ковариационные* 
матрицы  ошибок  определения  векторов  а=[а^  . .  .  аш  .  .  .  ап  . . .  аш]Т  и  Ь= 
=  [61і . . .  ЬіЬ  . . .  Ьті  .  .  .  Ьть] т  в  начальный  момент  времени.  Статистические 
характеристики  шумов  |й  в  (1.5)  и  ѵк  в  (1.6)  описываются  выражениями 
(1.1).  Матрицы  Фй,  Г*-і  в  (1.5)  иЯАв  (1.6)  имеют  вид: 


Фк,  7г-х  = 


ф 


,  К-1(п,  п)  [  ^К-1^ (п,  МО  І  0(Л.  Ьт) 
0(ми  п)  1  Іщи  мі) 


[  0(М1,  Ьт) 


Оі  г 


(Ьт,  ?гн МІ) 

I 


I  *(Ьт,Ьт) 


Р (I,  МІ)  — 


я.-,  0 

і  0  /и 


/*\-1  —  [/и  *_,•  •  •/*«*_,  Ь  •  ••/«*_,  =[/м*_1  •  ••/«"*_!  Г 


(1.7) 


Г*-г  = 


>Ѵ](п,  о 


О 

о= 


Ь'Лмг+Е.т, 

/г. 


О 

I  О  Л*  ] 


»  —  [^(т,п)  і  0(т,М1)  :  ^Ос(т,  Ьт)]; 

Я,  =  [/и,  .  ;  •  ад. 

/^=[  .  .  .  /тц]* 


Для  обеспечения  возможности  оценивания  вектора  состояния  при  не¬ 
полной  адекватности  гипотезы  (1.3),  которая  всегда  имеет  место  на  прак¬ 
тике,  целесообразно  для  отражения  этой  неадекватности  ввести  в  уравне¬ 
ние  (1.5)  дополнительный  некоррелированный  шум  [Оі,  п  |  .  . . 

с*  \Т . 

•  •  •  Ѣші+Ьт)^1  . 

^А=Ф*,Л-і2*-і+Гк_1|Л-1+^_1,  (1.8) 

ковариационная  матрица  которого,  имеющая  вид 

0(п,  п+МІ+  Ьт) 

0(М1+Ьт,  п)  [  Оік*(МІ+Ьт,  М1+Ьт)_ 

может  быть  оценена  с  использованием  выражения  [11] 

1  * 

<?Ік*=дГ  У,  —  СЯі/і-і)т,  (1.9) 

:=7с— 2Ѵ+1 

где  С=  [0{мі+ьт,  п)\І(мі+ьт,  мі+ьт)]',  х$,  Хщ-і  —  апостериорная  и  априорная 

оценки  вектора  ху,  N  —  число  точек,  характеризующее  глубину  «памяти» 

* 

при  адаптивном  оценивании  ѴіК  . 

Величина  N  выбирается  в  зависимости  от  скорости  изменения 
{а88ъ}ЛЪрдк}’  чем  медленнее  меняются  эти  коэффициенты,  тем  большим 
может  быть  выбрано  значение  N  и  наоборот.  При  одновременном  наличии 
возмущений  одной  и  той  же  структуры  в  объекте  и  измерителе  возможно 
невыполнение  условий  полной  наблюдаемости  для  расширенного  вектора 
состояния  (1.4).  Реализация  алгоритма  в  виде  адаптивной  схемы  с  на¬ 
стройкой  элементов  ковариационных  матриц  дополнительных  шумов  со¬ 
стояния  и  измерения  предотвращает  расходимость  процесса  оценивания 
и  в  этом  случае,  однако  при  этом  не  удается  достичь  существенного  по¬ 
вышения  точности  оценивания  по  сравнению  с  подходом,  при  котором  не¬ 
определенные  составляющие  ѵк  представляются  «эквивалентными» 
НО 


некоррелированными  шумами  Ій1*,  ѵк**.  На  практике  присутствие  возму¬ 
щений  одной  и  той  же  структуры  в  объекте  и  измерителе  определяется 
сравнением  усредненных  по  времени  ковариаций  дополнительных  шумов 
состояния  и  измерения  в  предлагаемом  алгоритме  и  в  соответствующем 
адаптивном  фильтре  с  настройкой  элементов  матриц  Ау  [8—10]. 

Незначительная  разница  в  этих  ковариациях  свидетельствует  об  отсутст¬ 
вии  существенных  по  величине  неопределенных  составляющих  I*1,  ѵк  или 
об  отсутствии  условий  полной  наблюдаемости  для  расширенного  вектора 
состояния.  Для  повышения  точности  оценивания  состояния  в  этих  усло¬ 
виях  может  быть  использован  метод  адаптивного  оценивания  со  схемой 
множественных  моделей  [4] . 

Для  оценивания  вектора  состояния  (1.8)  по  измерениям  (1.6)  в  прин¬ 
ципе  может  быть  использован  (п+МІ+Ьт) -мерный  дискретный  фильтр 
Калмана  с  настройкой  элементов  ковариационной  матрицы  В^  дополни¬ 
тельного  шума  состояния  Однако  с  учетом  того,  что  динамика  а8§Ку 
задана  в  виде  (1.3),  оценивание  может  быть  произведено  алгебраически 
эквивалентным  декомпозированным  алгоритмом  оценивания  [12]  с  дина¬ 
мическими  блоками  размерностей  п ,  (МІ+Ьт).  Для  снижения  вычисли¬ 
тельной  сложности  алгоритма  целесообразно  использовать  прием,  описан¬ 
ный  в  [4].  При  этом  выявляются  составляющие  шумов  состояния  и  из¬ 
мерения,  в  которых  могут  присутствовать  значительные  неопределенные 
составляющие;  разложения  (1.2)  вводятся  только  для  этих  составляющих, 
что  позволяет  существенно  понизить  размерность  вектора  (1.4).  Для 
выявления  компонент  шумов  состояния  и  измерения,  в  которых  могут 
присутствовать  неопределенные  составляющие  значительной  величины, 
целесообразно  параллельно  оценивать  вектор  состояния  хк,  используя 
адаптивный  фильтр  с  настройкой  элементов  ковариационных  матриц 
В*к’  шумов  состояния  и  измерения.  Возможность  присутствия  не¬ 

определенных  составляющих  в  тех  или  иных  компонентах  шумов  состоя¬ 
ния  и  измерения  может  быть  выявлена  путем  анализа  диагональных  чле¬ 
нов  матриц  В*к>  Вѵк'  они  могут  присутствовать  в  тех  і—х-  и  /—^-ком¬ 
понентах,  для  которых: 

(Оц)п/(Вц)н»1;  (!?;,)«/ 

Заметим,  что  для  простоты  изложение  проводилось  для  линейной  дина¬ 
мической  системы,  рассмотренный  метод  оценивания  может  быть  рас¬ 
пространен  и  на  нелинейный  случай. 

3.  Выбор  базисных  функций  в  разложениях  неопределенных  состав¬ 
ляющих.  Точность  оценивания  состояния  динамической  системы  при  на¬ 
личии  неопределенных  составляющих  в  шумах  состояния  и  измерения  в 
значительной  мере  зависит  от  того,  насколько  адекватен  выбор  базисных 
функций  {/^к},  {/р^І  в  разложениях  неопределенностей.  При  этом  в 
ряде  случаев  характер  неопределенных  составляющих  |Д  ѵк  меняется 
при  функционировании  системы,  что  приводит  к  необходимости  осуществ¬ 
лять  их  выбор  в  ходе  оценивания  вектора  состояния  хк. 

Пусть  имеется  N11  гипотез  о  базисных  функциях  в  разложениях  (1.2): 
{І%]г>  /рдДг  (і  — 1,/Ѵя)*  Используем  метод  множественных  моделей  [13] 
для  выбора  наилучшей  гипотезы.  Суть  метода  заключается  в  том,  что  для 
каждой  і-й  гипотезы  /г  о  базисных  функциях  синтезируется  алгоритм 
оценивания  (1.2)  — (1.9)  и  N1!  полученных  алгоритмов  параллельно  обра¬ 
батывают  измерения  ък.  При  этом  каждый  і- й  алгоритм  формирует  свою 
оценку  хк  и  соответствующую  невязку  6 кі==гк (х^/іс-і —  апри¬ 
орная  оценка  состояния  і-го  алгоритма).  Обозначим  через  Рг^  вероятность 
того,  что  і-я  гипотеза  адекватна  на  к-м  измерении.  Общее  выражение  для 
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РіѴ  имеет  вид 


-г)  *  /  (^Л+ іч  %к)  ті  і  г/  (  л 

Р^Ь+1  ~  777~\  ^*Гк  >  %к —  {21  •  •  •  %к}  • 


(3.1) 


/  (%к+  і/ 2*) 

Условная  плотность  распределения  в  числителе  (3.1)  нормальна  со  сред- 
ним  #к.+1хіи  1/к  И  ковариацией  5Л+і =Як+іРк'+іЙ^+1+0Ѵк  (Рк+І,к-  нова- 

риационная  матрица  ошибок  оценивания  хІ+і/к).  Обозначим 


Тогда 


Рм  =  (2л)-т/2[<іеІ  5І+1]-*Л,  4+і  =  6к+і  (^шГ1- 6 


'К+1* 


(3.2) 


}(хк+і/2к)=$к+1  ехр  ( — со^+і  )• 

Знаменатель  в  (3.1)  запишем  в  виде 

N  н 

(з.з) 

і=  і 

Подставив  (3.2),  (3.3)  в  (3.1),  получим  рекуррентные  соотношения 

[}Діехр( - х-®ь+і  ) 


/ѵ‘  = 


Кн 


-Рп\ 


(3.4) 


У  Р*+і  ехр  (  -  —  юД , )  Р/Д 


При  начале  просчета  процедуры  (3.4)  используются  априорные  вероят¬ 
ности  гипотез  Рго*  (і=1,  ІѴя).  Если  данные,  позволяющие  отдать  преиму¬ 
щество  одним  базисным  функциям  по  отношению  к  другим  отсутствуют, 
то  все  Рг0?’=  1/ІѴн. 

В  результате  выбираются  базисные  функции  {/Дд,  ^р^к  }і?  соответст¬ 
вующие  гипотезе  для  которой,  начиная  с  некоторого  &0,  для  /с>&0  вы¬ 
полнено  Рг^>РгЛг  при  всех  іФ 7  (г=1,  ІѴЯ).  Для  обеспечения  возможности 
выбора  базисных  функций  при  меняющемся  характере  неопределенностей 
описанная  выше  процедура  циклически  перезапускается  с  начальных  ус¬ 
ловий;  при  этом  подразумевается,  что  время  определения  Ргйг  меньше 
времени,  в  течение  которого  характер  неопределенных  составляющих  не 
меняется. 

Успешное  использование  предлагаемого  метода  адаптивного  оценива¬ 
ния  требует,  чтобы  введенные  гипотезы  образовывали  полную  группу 
событий,  т.  е.  чтобы  среди  них  нашлась  такая,  которая  представляет  со¬ 
бой  адекватные  аппроксимации  неопределенных  составляющих  в  шумах 
состояния  и  измерения.  При  этом  условная  вероятность  адекватной  ги¬ 
потезы  превалирует  над  условными  вероятностями  других  гипотез  и  тем 
самым  осуществляется  выбор  адекватной  гипотезы.  Заметим,  что  гибкость 
разложений  вида  (1.2),  обеспечивающая  наличие  среди  группы  ограни¬ 
ченного  объема  адекватной  аппроксимации,  определяется  возможностью 
адаптивной  подстройки  коэффициентов  а8ёк ,  Ьрд  . 

4.  Пример.  Рассмотренный  алгоритм  моделировался  для  скалярной 
динамической  системы 

Ун=Ун-і+Ік-и  (4.1) 

лщ*]=0,  ДЩьІЛ  =Д*Л-і- 
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и  измерителя 

гк=Ук+ѵк+ѵк\ 

М[ѵк]=  0,  М[Ш]  =ОчЬкЧ. 


(4.2) 


Неопределенная  составляющая  шума  измерения  ѵк  моделировалась  в  виде 

3 


полигармони  ческого  сигнала 


зіпД.  Интенсивности  шумов  \к  и  ѵк  име¬ 


ли  значения  /)^=0.5;  ОѴк=0.5.  Рассматривались  три  вида  базисных 
функций  в  каноническом  разложении  неопределенной  составляющей  ѵк\ 

І1  =  {/ікіі  =  {«іи  Ю}=іГз'  (4-3) 

4  =  {/)'Л2  =  Н}і= (4-4) 
^3  =  {/}Ѵ>3  =  {эЬ  (4-5) 


Интервал  дискретности  был  выбран  равным  0.1  с;  значения  априорных 
дисперсий  оцениваемых  параметров  в  разложениях  —  25.0. 

Для  реализации  процедуры  (3.1)  — (3.4)  выбора  базисных  функций  в 
разложении  неопределенной  составляющей  ѵк  параллельно  просчитыва¬ 
лись  три  синтезированных  для  систем  (4.1)  — (4.3);  (4.1),  (4.2),  (4.4); 
(4.1),  (4.2),  (4.5)  четырехмерных  алгоритма  оценивания  вида  (1.2)  — 


ИЗ 


0.9).  На  рис.  1  представлены  Рг„г  {і= 1,  3)  в  функции  числа  Nг  обрабо¬ 
танных  измерений.  На  рис.  2  —  определенная  по  40  реализациям  выбо¬ 
рочная  оценка  Од„к  СКО  ошибки  оценивания  ук  (кривая  І);  для  сравне- 
ния  кривой  2  представлена  Од^.  для  алгоритма  оценивания,  в  котором 
наличие  ѵк  в  измерении  (4.2)  отражалось  ^введением  «эквивалентного» 
некоррелированного  шума,  интенсивность  Бѵ  к  которого  адаптивно  оцени¬ 
вается  в  виде  [  10] 

к 

<=4  Г,  {(ѵ-^)2+^ь 

і=ь-іѵ ч-і 

где  уз,  Р]  —  апостериорная  оценка  вектора  состояния  (4.1)  и  расчетная 
дисперсия  ошибки  оценивания. 

Анализ  результатов  статистического  моделирования,  представленных 
на  рис.  2,  показывает,  что  использование  предложенного  метода  позволя¬ 
ет  в  рассмотренном  примере  повысить  точность  оценивания  состояния  ук 
на  ~20%  по  сравнению  с  алгоритмом  адаптивного  оценивания,  в  котором 
неопределенная  составляющая  представляется  «эквивалентным»  некор¬ 
релированным  случайным  процессом. 

Наряду  с  идеальной  ситуацией,  когда  одна  из  гипотез  точно  соответст¬ 
вует  характеру  неопределенной  составляющей,  был  рассмотрен  случай, 
при  котором  абсолютно  адекватная  гипотеза  исключена  из  группы  рас¬ 
сматриваемых  гипотез,  т.  е.  в  группе  гипотез  были  оставлены  разложе¬ 
ния  /2,  /з-  В  этом  случае  процедурой  (3.1)  — (3.4)  была  выбрана  гипоте¬ 
за  /2.  Число  ІѴ2  измерений,  при  котором  Ріу^О.95,  Ргь2=0.05,  в  этом  слу¬ 
чае  равно  270,  а  аДу2ѵо=1.05  (при  наличии  в  группе  абсолютно  адекватной 
гипотезы,  как  видно  из  рис.  2,  адѴі40=0.90) . 
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ТРЕБУЕТСЯ  ЛИ  АДАПТИВНОЕ  УПРАВЛЕНИЕ 
ДЛЯ  МАНИПУЛЯЦИОННЫХ  РОБОТОВ,  И  ЕСЛИ  ДА, 

ТО  В  КАКОЙ  МЕРЕ? 

В  статье  рассматриваются  вопросы  соотношения  между  робастным  неадаптив¬ 
ным  и  адаптивным  управлениями  в  применении  к  манипуляционным  роботам  (МР). 
Сравниваются  неадаптивное  и  адаптивное  управления  манипуляционными  роботами 
для  случая,  когда  параметры  робота  изменяются  и  неизвестны  заранее.  Цель  статьи  - 
определение  критерия  применимости  адаптивного  управления  для  МР  с  перемен¬ 
ной  нагрузкой.  Методом  агрегации  -  декомпозиции  исследуется  устойчивость  робото¬ 
технической  системы  и  устанавливается  необходимость  введения  адаптивного  управ¬ 
ления  для  стабилизации  робототехнической  системы.  На  примере  конкретного  робота 
проводится  вышеописанное  исследование  и  показывается,  в  каких  случаях  требу¬ 
ется  введение  адаптивного  управления. 

Введение.  Целый  ряд  уже  опубликованных  работ  посвящен  проблеме 
динамического  управления  манипуляционными  роботами  с  переменными 
параметрами.  Хорошо  известны  два  основных  подхода:  робастное  неадап¬ 
тивное  управление  [1—5]  и  адаптивное  управление  [6—10].  За  последние 
несколько  лет  особенно  большое  количество  исследований  было  опубли¬ 
ковано  по  адаптивному  управлению  роботехническими  системами  [И,  12] . 
Найденные  в  этих  работах  адаптивные  управления  решают  задачу  изме¬ 
нения  параметров,  т.  е.  обеспечивают  удовлетворительные  характеристи¬ 
ки  робототехпической  системы  при  изменении  параметров.  С  другой  сто¬ 
роны,  построено  значительное  количество  алгоритмов  неадаптивного  уп¬ 
равления.  Эти  алгоритмы  управления  строятся  так,  чтобы  они  были 
достаточно  робастными  и  выдерживали  изменение  параметров  робота.  Со¬ 
вершенно  очевидно,  что  неадаптивные  законы  управления,  вообще  говоря, 
более  просты  в  применении,  чем  адаптивные. 

Однако  требуется  сделать  небольшое  усилие  для  того,  чтобы  устано¬ 
вить  критерий,  когда  необходимо  применять  адаптивное  управление, 
а  когда  решение  задачи  возможно  путем  использования  некоторого  ро¬ 
бастного  неадаптивного  закона  управления.  Другими  словами,  требуется 
дать  ответ  на  следующий  вопрос:  необходимо  ли  адаптивное  управление 
манипуляционным  роботом  с  переменными  параметрами  или  можно  по¬ 
лучить  хорошие  результаты,  применяя  неадаптивные  законы  управления. 
Эта  проблема  уже  рассматривалась  в  статье  [13]  и  монографии  [14].  За¬ 
дача  данной  работы  состоит  в  том,  чтобы  установить  явный  критерий  для 
решения  проблемы:  есть  ли  необходимость  применять  некоторое  адаптив¬ 
ное  управление  (с  переменными  коэффициентами  усиления)  или  можно 
использовать  робастное  управление  (с  постоянными  коэффициентами  уси¬ 
ления).  Этот  критерий  будет  установлен  путем  рассмотрения  практиче- 
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ской  устойчивости  робототехнической  системы.  Будет  использован  метод 
агрегации  —  декомпозиции  для  анализа  устойчивости  робота  [1,  2,  14]. 

Целый  ряд  параметров  робота  может  изменяться  в  процессе  его  функ¬ 
ционирования  (например,  трение  в  шарнирах,  коэффициенты  усиления 
приводов  и  т.  д.).  Однако  наиболее  существенный  набор  параметров,  ко¬ 
торый  может  изменяться  во  время  работы  манипулятора,—  это  парамет¬ 
ры,  связанные  с  полезной  нагрузкой.  Изменение  параметров  нагрузки 
обычно  очень  велико,  т.  е.  робот  должен  переносить  различные  грузы 
(или  двигаться  с  ненагруженным  схватом).  Изменение  нагрузки  обычно 
оказывает  значительное  влияние  на  характеристики  робота.  Таким  обра¬ 
зом,  будем  ограничиваться  рассмотрением  лишь  параметров  нагрузки  и 
считать,  что  в  робототехнической  системе  изменяются  только  эти  пара¬ 
метры.  Вообще  говоря,  параметры  нагрузки  заранее  неизвестны.  Однако 
для  каждого  робота  можно  определить  диапазон  допустимого  изменения 
параметров  нагрузки,  т.  е.  могут  быть  определены  максимальные  массы 
и  моменты  инерции  груза,  который  должен  быть  перенесен  роботом.  Ука¬ 
занная  область  допустимого  изменения  параметров  нагрузки  определя¬ 
ется  либо  возможностями  системы  управления,  либо  жесткостью  звеньев 
робота  (т.  е.  нагрузка  не  должна  приводить  к  прогибу  звеньев  робота). 
Система  управления  должна  выдерживать  достаточно  большие  изменения 
нагрузки,  для  чего  и  применяется  адаптивное  управление.  Идея  состоит 
в  том,  чтобы  сделать  систему  управления  способной  выдерживать  на¬ 
столько  большие  изменения  параметров  нагрузки,  насколько  допускает 
жесткость  звеньев.  Таким  образом,  требуется  проанализировать,  удовле¬ 
творяет  ли  робастное  неадаптивное  управление  указанным  условиям. 
Если  ответ  положителен,  то,  как  правило,  нет  необходимости  вводить  бо¬ 
лее  сложные  адаптивные  алгоритмы  управления.  Если  же  анализ  пока¬ 
зывает,  что  нет  возможности  обеспечить  допустимое  изменение  парамет¬ 
ров  нагрузки  с  помощью  неадаптивного  управления,  то  необходимо  при¬ 
менять  некоторый  адаптивный  закон  управления. 

Сначала  рассмотрим  представленную  задачу  в  общем  виде,  а  затем 
применим  разработанный  тест  к  конкретной  робототехнической  системе. 

1.  Математическая  модель  робототехнической  системы  и  задачи  уп¬ 
равления,  Математическая  модель  робототехнической  системы  хорошо  из¬ 
вестна.  Динамическая  модель  механической  части  робототехнической 
системы  с  п  степенями  свободы  описывается  следующей  системой  урав¬ 
нений  [  2] : 

5м  :  Рг=Яг(д,  с/)д+йг(д,  д,  й),  і=  1,  2,  . .  . ,  п,  (1.1) 

где  д— тг-мерный  вектор  углов  поворота  звеньев  (или  линейных  переме¬ 
щений  в  случае  поступательного  шарнира),  Я*  —  тг- мерный  вектор  инер¬ 
ционных  параметров  робота,  кг  —  скаляр,  представляющий  центробежные, 
кориолисовы  и  гравитационные  моменты  (силы)  в  і-ш  шарнире,  —  уп¬ 
равляющие  моменты  (силы)  в  і-ш  шарнире,  Л  —  /-мерный  вектор  парамет¬ 
ров  робота.  Как  уже  отмечалось  выше,  ограничимся  рассмотрением  лишь 
параметров  нагрузки.  Можно  считать,  что  векторы  Н{  и  скаляры  к{  явля¬ 
ются  линейными  функциями  параметров  нагрузки 

5м  :  Рг=(Н?^)+(1гН?^)(}+к?^,  д)+гітй/(д,  д),  (1.2) 

где  #і°-мерный  вектор,  Я/  —  /Хтг-матрица,  к0°  —  скаляр  и  к0а  —  /-мерный 
вектор.  Предположим,  что  параметры  нагрузки  принадлежат  конечной 
области  Я,  задаваемой  в  виде:  Я={б/ :  0<й<йтах},  где  йтах  — /-мерный 
вектор  максимально  допустимых  значений  параметров  нагрузки  (вектор¬ 
ное  неравенство  считается  выполненным  для  каждого  элемента  вектора). 

Каждый  шарнир  снабжен  отдельным  приводом.  Модели  приводов  за¬ 
даются  линейными,  не  зависящими  от  времени  уравнениями 

8* :  х{=А1х*+Ъ{и1+рри  і= 1,  2, . . . ,  п  (1.3) 
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щце  х1  —  ^-мерный  вектор  і-го  привода,  Аі  —  ^Хтг-матрица,  Ъи  /г  —  тѵмер- 
ные  векторы,  и 1  —  скалярная  входная  переменная  для  і-то  привода 
(с  целью  упрощения  будем  рассматривать  амплитудную  константу  вместо 
входной  переменной,  см.  [14]),  р{  —  управляющий  момент  (нагрузка), 
развиваемый  ^-приводом,  щ  —  размерность  математической  модели  і-то 
привода. 

Таким  образом,  полная  модель  робота  состоит  из  модели  механиче¬ 
ской  части  5м  (1.2)  и  моделей  приводов  $*’  (1.3).  Вектор  состояния  полной 
системы  представлен  в  виде  х=(х1т,  х2т ,  . .  . ,  хпт)т ,  порядок  полной  систе- 

п 

мы  равен  N  =  пи  вектор  входных  переменных  и=(и\  и2, . . . ,  ип)т. 

і  =  4 

Рассматривается  следующая  задача  управления.  Заданы  номинальные 
значения  всех  угловых  переменных  робота  д0г(і).  Предположим,  что  но¬ 
минальные  значения  векторов  состояния  хоі(і)  заданы  в  виде  х°(і)  = 
=  (х01г(і) , . . . ,  х0пт(і))\  і<^Т,  Т—  (0,  т),  где  т  —  заданный  период  времени. 
Необходимо  построить  управление,  которое  обеспечивает  практическую 
устойчивость  системы  около  номинального  движения,  т.  е.  такое  управле¬ 
ние,  чтобы  Хх(0)€еХ1  и  Ѵ(1е=0  имело  место  х(і,  х(0))^Х*  (і) ,  ШТ,  где 
Х7с =/?Л  —  заданная  ограниченная  область  допустимых  начальных  усло¬ 
вий,  и  Х*(і)с:/?Л  —  заданная  ограниченная  область  допустимых  состояний 
системы  в  произвольный  момент  і^Т.  Предполагается,  что  х°(0)^ХІ  и 
ж0(^)еГ(^),  і^Т.  Предположим,  что  области  X1  и  хі  (і)  заданы  в  виде: 

х^х/х/х. .  .хх/  и  х*(1)=х±*(г)хх2*(*)х. .  .хх/(0, 
гДе_  х/={^(0)  :||^(0)-^;'(0)Их/},  х/>о,  х/у)  =іІИО-*0г‘(ОИ 

<Х/ехр(— а  г,  0},  Хг*>0,  Х/>Х/,  аг^0,  і^=І.  Здесь  X/,  ХД  аг  —  действи¬ 
тельные  положительные  числа  (||-||  означает  евклидову  норму  соответст¬ 
вующего  вектора) . 

Поставленная  выше  задача  управления  включает  в  себя  все  задачи, 
которые  могут  быть  поставлены  в  робототехнике  на  самом  нижнем  ис¬ 
полнительном  уровне  управления.  Исключение  составляют  лишь  такие 
задачи,  когда  робот  приходит  во  взаимодействие  с  окружающей  средой, 
или  когда  на  робот  действуют  внешние  силы  [2].  Например,  задача  пози¬ 
ционирования  робота  в  различные  положения  может  быть  сведена  к  пред¬ 
ставленной  выше  задаче  следующим  образом:  вместо  траектории  извест¬ 
но  заданное  положение  робота  Х°,  и  робот  должен  быть  переведен  из 
произвольного  начального  положения  Х(0)^Хг  в  некоторую  окрестность 
Xх  (і)  конечного  положения  Х°  (область  Xх  (і)  определяет  возможные 
отклонения  от  конечного  положения). 

Поставленная  задача  управления  может  быть  решена  с  использова¬ 
нием  различных  алгоритмов  управления.  Рассмотрим  прежде  всего  наи¬ 
более  часто  применяемый  в  робототехнике  децентрализованный  алгоритм 
управления.  Нагрузка  может  изменяться  внутри  заданной  конечной  об¬ 
ласти  Д  но  параметры  нагрузки  неизвестны  заранее.  Таким  образом, 
могут  быть  рассмотрены  два  подхода  для  децентрализации  управления: 
с  помощью  робастного  неадаптивного  управления  (с  неизменными  коэф¬ 
фициентами  усиления)  и  с  помощью  адаптивного  управления.  Рассмот¬ 
рим  кратко  эти  две  возможности.  Ограничимся  лишь  простым  децентра¬ 
лизованным  контроллером. 

2.  Моделирование  децентрализованного  контроллера.  Моделирование 
децентрализованного  контроллера  обычно  проводится  следующим  обра¬ 
зом.  Математическая  модель  механической  части  робототехнической  сис¬ 
темы  (1.2)  рассматривается  в  расщепленной  (приближенной)  форме 

Рі=  (Д?+№ 0  і=  1,  2, . .  . ,  Ю,  (2.1) 

где  Ні^Ні  —  _постоянные  числа  и  И Д  к*  —  векторы.  В  действительности, 
числа  Ні  и  ///  —  оценки  момента  инерции  механизма  относительно  осей 
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і-то  шарнира.  Момент  инерции  механизма  относительно  і-то  шарнира  яв¬ 
ляется  функцией  положения  (углов)  всех  шарниров  $  (/>і)  и  функцией 
параметров  нагрузки  Л.  Здесь  эти  функции  оцениваются  константами 
Ні,  Аналогично  константы  /гД  к?  дают  оценку  гравитационных  чле¬ 
нов.  Модель  механизма  (2.1)  расщеплена  на  совокупность  подсистем, 
каждая  из  которых  связана  с  одним  шарниром  робота.  Каждый  шарнир 
снабжен  соответствующим  приводом,  математическая  модель  которого 
дается  уравнениями  (1.3).  Модель  расщепленной  подсистемы  получается 
из  уравнений  (1.3)  и  (2.1) 

Г :  хі=Ааіх+ЪаіиЧіа\кі°+а%<1),  Ѵі^І,  (2.2) 


\  ЪА'=ТЛ\Ъ\  Іі  =  ТагіІі:Таі  =  [Іпі-ІІ(Ні°+  №*)Г<],  Г, -71- 


мерный  вектор  преобразования  ^=Т{х\  Очевидно,  что  параметры  подси¬ 
стемы  (2.2)  являются  функциями  параметров  нагрузки  й. 

Построим  теперь  локальный  контроллер  для  подсистемы  (5).  Эта  за¬ 


дача  сводится  к  построению  сервосистемы,  отслеживающей  заданную  но¬ 
минальную  траекторию  х°\(і) .  Введем  локальную  прямую  связь  для  того, 
чтобы  компенсировать  изменение  ускорений  и  скоростей  при  движении 
вдоль  номинальной  траектории  хоі(і).  Локальная  прямая  связь  может 
быть  введена  в  виде  локального  номинального  управления  которое 

удовлетворяет  следующему  уравнению  [14]: 


і0ЧО=^оѴ<(0+Ьо<И°4(0+/оѴ,  Ѵ*е/,  (2.3) 


где  Аъ=Тм~*А\  Ъо=Тм~'Ъ1,  /0г=Г0 Г1/1,  Тйі=[Іпі—рНіТІ\.  Действительно, 
можно  вычислить  локальное  номинальное  управление  вдоль  траектории 
х0г(і)  в  предположении,  что  схват  робота  не  несет  груза,  т.  е.  сІ= 0.  Это 
делается  для  того,  чтобы  избежать  перерегулирования,  которое  могло  бы 
возникнуть,  если  бы  локальная  прямая  связь  вычислялась  для  й>0, 
а  схват  робота  не  нес  груза  (см.  [3]).  Рассмотрим  теперь  математическую 
модель  отклонения  подсистемы  от  номинальной  траектории  хоі(і)  (в  слу¬ 
чае,  когда  действует  локальное  номинальное  управление  иоі(і)).  Из  (2.2) 
и  (2.3)  имеем 

Ах^ЫАх'+ЫАи'+Н [ йт  (Н«Т{х0{ (і)  +Ъ /)  ] ,  (2.4) 

где  Ахі=хі—х(іі{і)  —  ^-мерный  вектор  отклонения  состояния  подсистемы 
от  номинальной  траектории  х0г(і),  Аиг—и{— иоі (і)  —  скалярное  отклонение 
входного  управления  на  приводе  от  локального  номинального  управления 
(т.  е.  это  то  самое  управление,  которое  должно  быть  построено  для  локаль¬ 
ной  подсистемы) . 

Локальный  контроллер  должен  стабилизировать  подсистему  (2.4)  от¬ 
носительно  номинальной  траектории.  Его  можно  строить  в  форме  линей¬ 
ной  обратной  связи 

Аи{=-к{тАх\  (2.5) 

где  кі  —  ?2  г  мерный  вектор  коэффициентов  усиления  обратной  связи.  Дей¬ 
ствительно,  требуется  выбирать  коэффициенты  усиления  обратной  связи 
кі  так,  чтобы  локальная  подсистема  (2.2)  становилась  практически  устой¬ 
чивой  относительно  номинальной  траектории  х07  (і)  при  действии  управ¬ 
лений  (2.3),  (2.5),  т.  е.  в  случае,  когда 

и*=и0{(1;)  +  Аи*=и0{  (і)  —к?  Ах\  (2.6) 

Таким  образом,  если  параметры  модели  подсистемы  (2.4)  изменяются 
и  неизвестны  (так  как  они  являются  функциями  параметров  нагрузки), 
можно  строить  как  робастное  неадаптивное  управление  (т.  е.  управление 
с  определенными  постоянными  коэффициентами  усиления  к{),  так  и  адап¬ 
тивное  управление  (с  переменными  коэффициентами  усиления,  которые 
изменяются  по  мере  изменения  параметров).  Очевидно,  что  при  действии 
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адаптивного  управления  локальное  номинальное  управление  иоі(і)  также 
будет  изменяться  в  соответствии  с  изменением  нагрузки.  Если  попытать¬ 
ся  построить  неадаптивиое  управление  с  постоянными  коэффициентами 
обратной  связи,  то  возникает  необходимость  проверять,  является  ли  доста¬ 
точно  робастным  такой  контроллер  для  того,  чтобы  выдержать  все  до¬ 
пустимые  изменения  параметров,  т.  е.  действительно  ли  подсистема  прак¬ 
тически  устойчива  относительно  номинальной  траектории  для  допусти¬ 
мых  параметров  нагрузки  Так  как  параметры  подсистемы  (2.4) 

являются  линейными  функциями  параметров  нагрузки  гі,  достаточно  про¬ 
верить,  действительно  ли  подсистема  практически  устойчива  при  отсутст¬ 
вии  нагрузки  (гі= 0)  и  при  максимальной  нагрузке.  Другими  словами, 
необходимо  таким  образом  выбрать  коэффициенты  усиления  обратной 
связи,  чтобы  они  делали  локальную  подсистему  устойчивой  как  при  й=0, 
так  и  при  (т.  е.  в  случае,  когда  все  параметры  достигают  макси¬ 

мального  значения).  Построение  такой  системы  может  быть  выполнено 
различными  методами.  В  [15]  рассматривается  построение  робастных 
локальных  сервокоптроллеров  в  параметрической  плоскости. 

В  процессе  построения  коэффициентов  усиления  обратной  связи 
локальных  сервоконтроллеров  необходимо,  чтобы  выполнялись  следую¬ 
щие  требования  [3]:  а)  характеристическая  частота  сервосистемы  оц 
должна  быть  заметно  меньше  структурной  частоты  со0  (сог<0.5а)0) ;  б)  сер¬ 
восистема  должна  быть  критически  задемпфирована  (или  передемпфиро- 
вана),  т.  е.  показатель  демпфирования  должен  быть  больше  единицы 
для  того,  чтобы  предотвратить  перерегулирование;  в)  для  того  что¬ 
бы  гарантировать  практическую  устойчивость  локальной  подсистемы  от¬ 
носительно  номинальной  траектории  х0г(і)  и  достигнуть  робастности 
локального  сервоконтроллера  по  отношению  к  влиянию  взаимодействия 
Рі  между  подсистемами,  необходимо  потребовать,  чтобы  полюса  подсисте¬ 
мы  с  обратной  связью  удовлетворяли  следующему  неравенству: 

а°,  7=1,  2,  .  .  . ,  пь  (2.7) 

где  о/  —  полюса  матрицы  (Аа—Ьлк*)  подсистемы  с  обратной  связью, 
а  а(°>0  —  требуемая  степень  устойчивости  (которая  будет  определена  в 
следующем  разделе). 

Для  того  чтобы  проверить  практическую  устойчивость  локальной  под¬ 
системы  (2.4)  с  управлением  (2.5),  можно  использовать  метод  Михаэля 
[16].  Можно  показать,  что  локальная  подсистема  (2.4),  (2.5)  практи¬ 
чески  устойчива  вдоль  хоі{і)  относительно  (X/,  ХД  т),  если  существуют 
действительные  функции  Ѵі(і ,  х1)  и  я) \(і)  такие,  что 

х{)<Ыг)>  Ух^Хг1{1),  і<^Т,  (2.8) 

X 

^  %  ( і ')  йі  <  Ѵіт ‘ (()  (і)  —  Ѵім1  (0),  ге7,  (2.9) 

о 

где  через  Ѵіт1  (°  ( і )  обозначен  тіп  ,  х г)  для  х^дХ^і),  через  1  (0) 
обозначен  та хѴі(і,  х 1)  для  х1*=дХ/,  дХ(і)  обозначает  границу  соответст¬ 
вующей  области,  Хі* (1)~{хг :  \\Ахг\\<Хі1  ехр(—а,іі) ,  ||Дж*||>Х/  ехр(— ссЛ)}. 
В  (2.8)  через  Ѵі  обозначена  производная  по  времени  функции  ,  хг) 
вдоль  решения  подсистемы  (2.4),  (2.5).  Условия  (2.8),  (2.9)  являются 
достаточными  условиями  практической  устойчивости  подсистемы  6'1  (но 
не  необходимыми).  Если  выбрать  функцию  Ѵі(і,  хг)  в  виде 

Ѵі(і,  хі)  =  (АхігЙАхі)1,\  (2.10) 

где  Ні  —  положительно  определенная  матрица  размерности  ПіХпі ,  удовле¬ 
творяющая  неравенству 

ЙгШ-ЪА%')  +  Ш-Ъ№УЙ^-2  тіп  |  а/ 1  Йі,  (2.11) 
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то  условия  (2.8),  (2.9)  практической  устойчивости  подсистемы  (2.4), 
(2.5)  могут  быть  представлены  в  форме 

-фм%»1/2  (Ні)Хі  (1— . ехр  (—а іі)  )/осі  + 

+  ^Хт'/!  ШХі1  ехр  (-аа)-км'1  (Йі)Хі1,  (2.12) 

Ащ  \Ні) 

тт, 

где  Ра/  обозначаем  тіп|о/|,  Ят  и  Хм  —  соответственно  минимальное  и  мак¬ 
симальное  собственные  значения  матрицы,  а  Ѳг-(^,  й)  >0  —  функция,  кото¬ 
рая  удовлетворяет  неравенству 


і 


0 

(2.13) 

Функцию  Ѳ,(^,  (1 )  можно  записать  в  виде 

Ѳі(*,  гі)=|сгт[я,ѵЧ0+^]|, 

(2.14) 

поскольку 

і 

о 

с-к 

/Л 

ЬСІ. 

о 

оц 

(2.15) 

0 


Таким  образом,  если  требуется  обеспечить  практическую  устойчивость 
локальной  подсистемы,  необходимо  проверить  условие  (2.12).  Условие 

(2.12)  следует  проверять  для  различных  значений  параметров  нагрузки 
А^В.  Однако,  как  было  указано  выше,  поскольку  эти  параметры  входят 
в  модель  робототехиической  системы  линейным  образом,  достаточно  про¬ 
верить  условие  (2.12)  для  двух  значений  параметров  гі=0  и  й=йтах.  Дейст¬ 
вительно,  цель  состоит  в  том,  чтобы  определить  коэффициенты  обратной 
связи  в  (2.5),  для  которых  все  три  выше  перечисленных  условия  выпол¬ 
няются  как  для  й=0,  так  и  для  сІ=сІтак.  Вместо  условия  в)  (т.  е.  вместо 

(2.13) )  следует  проверить  условие  (2.12).  Иными  словами,  с  помощью 
(2.12)  можно  определить  желаемую  степень  устойчивости  а/,  которая 
гарантировала  бы  практическую  устойчивость  подсистемы.  Если  найдет¬ 
ся  единственный  набор  коэффициентов  обратной  связи,  удовлетворяющий 
всем  требованиям  при  (1=0  и  при  гі=йтах,  то  подсистему  можно  сделать 
устойчивой  для  всех  допустимых  изменений  параметров  нагрузки  при  не¬ 
адаптивном  управлении. 

3.  Устойчивость  робототехнических  систем.  До  сих  пор  рассматри¬ 
вался  синтез  контроллера  в  форме  локальных  контроллеров,  которые  дают 
устойчивость  локальных  подсистем  (2.2)  (привод  и  «развязанный»  шар¬ 
нир).  Теперь  необходимо  проверить,  обеспечат  ли  эти  локальные  контрол¬ 
леры  устойчивость  полной  робототехнической  системы  и  сможет  ли  ие- 
адаптивпое  управление  противостоять  изменениям  параметров  нагрузки, 
если  учитывать  полную  динамику  робота  (а  не  только  приближенную 
развязанную  модель  (2.1)). 

Реальная  динамическая  модель  робота  (1.1)  — (1.3)  является  сложной 
нелинейной  системой  с  перекрестными  связями.  Необходимо  проанализи¬ 
ровать,  каким  образом  взаимосвязи  между  подсистемами  (шарнирами) 
влияют  на  поведение  каждой  сервосистемы.  В  предыдущих  работах  [12, 
17]  был  представлен  анализ  устойчивости  полной  системы  при  примене¬ 
нии  локальных  сервоконтроллеров  (2.6).  Очевидно,  что  взаимосвязи 
между  подсистемами  (2.2)  могут  быть  описаны  в  форме  (из  (1.2)  и  (2.1)) 

№-р,)=т°(*,  а)+ЬР<-(РіЧ*,  <0  +др,)],  (З.і) 
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где  Рі  (/)  обозначают  так  называемые  номинальные  моменты  приводов, 
которые  соответствуют  номинальной  траектории  х°(і): 

й)=Яі(д°(і),  2°(0.  Й),  і=1,  2,...,  гг.  (3.2) 

Р*°(/,  й)  обозначают  номинальные  моменты  приводов,  соответствующие 
приближенной  модели  (2.1) 

Рі  (/,  й)  =  (Я,°+<ГЯ/*)  (0  +Ь°+<ГйД  (3.3) 

где  АРг  —  отклонение  реального  движущего  момента  Рг  от  номинального 
Рі  (т.  е.  А Рі(х,  6)=Рі—Рі)  и  АРі=Рі—Рі°.  Введем  скалярную  функцию 
р/(*)>0  и  вектор-функцию  р/'(/)^0,  удовлетворяющие  условию 
* 

|  |РД*ЧО,й)-іѴ(М)М^рА0+йѴ'(0.  (3.4) 


Поскольку  1іт(АРг— АРг) -^0  при  Ах-+0,  можно  определить  скалярные 
функции  ^(<і)^0,  которые  удовлетворяют  следующим  неравенствам: 


(%г&йи()Ч‘(кР{-АР{)<  ^6ц(гі)  ||Л*'Ц, 

2  —  1 


х<^Х1(і),  і<^Т,  і=1,  2, . . . ,  п. 


(3.5) 


Действительно,  функции  Ъ>ц(й)  являются  оценками  связей  между  под¬ 
системами  з\  Поскольку  А  Рі  и  АР»  —  линейные  функции  параметров  й, 
функции  ^і(й)  можно  выбрать  в  виде  линейных  функций,  т.  е.  можно 
записать 

0  /=1,  2 .  и,  (3.6) 

где  —  положительные  числа,  а  ^г/>0  —  постоянные  /-мерные  век¬ 

торы  (все  элементы  должны  быть  положительны). 

Используя  результаты  [14,  17],  можно  записать  следующий  крите¬ 
рий  практической  устойчивости  глобальной  робототехнической  системы 
в  случае,  когда  применяется  децентрализованный  контроллер  (2.6).  Если 
выполнены  неравенства: 

-  ?>мі/ктЪ(Ні)хіІ(1-ех^(-аіІ))/аі  + 

+^{\\т  тн<«г«)+ът+\\г\\  і[р/(о+^/'(оіі}+ 

Ат  \Н  і)  (3  7) 

п 

+  ■&< (Д)х}* ( 1— ехи (—а ,1) )/а^Хт'1г ( НІ)хі  ехр (— а<1)  —%ик(Йі)Хі1, 

3—  1 

/еГ,  /=1,  2,  .  .  . ,  /г, 


то  робототехническая  система  (1.1)  — (1.3)  с  управлением  (2.6)  практи¬ 
чески  устойчива  на  номинальной  траектории  х°(і)  по  отношению  к 
(хг ,  хі  (/),...)  для  заданного  сі.  Если  указанные  неравенства  справедли¬ 
вы  для  каждого  то  робототехническая  система  практически  устой¬ 

чива  для  любого  допустимого  изменения  параметров  нагрузки.  Вследст¬ 
вие  того  что  параметры  нагрузки  (I  линейным  образом  входят  в  модель 
динамики  робота  и  все  элементы,  связанные  с  А  в  (3.7),  положительны, 
достаточно  проверить  условия  (3.7)  лишь  для  двух  значений  й,  т.  е.  для 
<і=0  и  й=с/тах.  Если  условия  (3.7)  выполняются  как  при  й= 0,  так  и  при 
й=с/тах,  то  можно  сделать  вывод,  что  устойчивость  робототехнической 
системы  обеспечивается  простым  неадаптивным  управлением  (2.6)  для 
всех  ожидаемых  изменений  параметров  нагрузки. 
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С  другой  стороны,  приведенные  выше  условия  можно  использовать, 
для  синтеза  децентрализованного  управления,  которое  было  бы  робаст¬ 
ным  по  отношению  к  изменениям  параметров.  Действительно,  из  (3.7) 
можно  определить  степени  устойчивости  а*0  локальных  подсистем,  кото¬ 
рые  необходимы  для  обеспечения  устойчивости  полной  робототехниче¬ 
ской  системы  в  случае,  когда  параметры  нагрузки  изменяются.  Можно- 
найти  такие  а Д  которые  необходимы  для  выполнения  условий  устойчи¬ 
вости  (3.7)  для  й=йтах.  Из  (3.7)  следует: 

-а.* (<*=4-„) <а,{  ІШ II  I (#<Ѵ‘ (О  +ЙЛ)  I  + 

А-т  \М  і  ) 
п 

+  II/'  II  (р/  (О^тахРі"  (0  )  ]  (І«°+^тахІ И*)*}  ( 1~вХр  (-СХ^)  )/(*;  + 

/=1 

*е=Г,  і=1, 2, . . . ,  га.  (3.8)) 

Аналогично  можно  определить  требуемую  степень  устойчивости  а,0,, 
которая  обеспечивает  устойчивость  робототехнической  системы  с  пустым 
схватом  (й=0): 

п 

<х,° (гі=0) <а({  -  (0- Хі  5«%'(4-ехр (-а^і) )/аЛ  + 

Ат  \Ні)  ;=1 

+  Хт,/а  (Ні)хі  ехр (— а»0 -А,м‘/2  (Н^Хі1  |  / [Хтъ  (Йі)хі  (1— ехр (— а**) )  ] . 

(3.9)* 

Теперь  следует  вернуться  к  синтезу  локальных  контроллеров  и  опре¬ 
делить  локальные  коэффициенты  обратной  связи,  которые  удовлетворя¬ 
ют  трем  указанным  требованиям.  В  условии  в)  для  достижения  желаемой 
локальной  степени  устойчивости  следует  взять  вычисленное  из  (3.8)  зна¬ 
чение  а? (с1=(1тьх)  и  вычисленное  из  (3.9)  значение  аг°(й=0),  зависящие 
от  параметров  нагрузки  А.  Действительно,  требуется  найти  локальные 
коэффициенты  обратной  связи,  которые  удовлетворяют  указанному  тре¬ 
бованию  для  0  и  й=йтах.  Если  параметры  нагрузки  изменяются,  то 

_  _  _ ^  і 

полюса  матрицы  подсистемы  с  обратной  связью  (Ал  —  Ьа  к гт)  также  изме¬ 
няются,  несмотря  на  то,  что  коэффициенты  обратной  связи  фиксированы. 
Этот  факт  следует  из  того,  что  Ал  и  Ъа  изменяются  с  изменением  пара¬ 
метров  нагрузки  А.  Таким  образом,  локальная  степень  устойчивости  і- й 
подсистемы  тіп|а/|  также  изменяется.  Необходимо  установить,  возможно 
і 

ли  найти  локальные  коэффициенты  обратной  связи  /с/,  для  которых  ус¬ 
ловие  (2.7)  удовлетворяется  для  0  и  й=с?шах  (имея  в  виду,  что  локаль¬ 
ная  степень  устойчивости  изменяется  с  изменением  нагрузки,  и  требуе¬ 
мая  степень  устойчивости  а/  также  изменяется).  Синтез  такого  локаль¬ 
ного  коэффициента  обратной  связи  довольно  прост,  поскольку  выполня¬ 
ется  на  уровне  локальной  подсистемы  ( [  15  ] ) . 

Например,  если  в  приводе  используются  электродвигатели  постоянно¬ 
го  тока,  то  матрицы  моделей  приводов  определяются  следующим  образом 
(если  Пі= 2  и  х*=(д\  дг)Т): 


"0 

1 

■  0  1 

'  0  ' 

Аі  = 

0  ■ 

Р1  +  с^ёміы 

,  ь4= 

Си 

.  г= 

1 

ЗУ  \ 

У  в1г  К1  _ 

ЗУ} 

где  Ст\  СЕІ  —  моментные  коэффициенты  и  коэффициенты  противоэлектро¬ 
движущей  силы  соответственно,  Р1  —  коэффициент  вязкого  трения,  гя  — 
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сопротивление  обмоток  ротора,  /*  —  момент  инерции  ротора.  В  этом  слу¬ 
чае  легко  показать,  что  соотношение  между  степенями  устойчивости 
матрицы  с  обратной  связью  локальной  подсистемы  для  сІ= 0  и  й=сІтах 
(с  фиксированными  коэффициентами  обратной  связи  к{)  имеет  вид 


пип  I  о 


/  (й  =  0)  (= 


тш|а/(й  =  йтах)|(/к*  +  +  йтмні)Ѵ‘ 

_2 _ 

_ѵ  +  я? 

1ц1  +  Н  {°  \\ѵ. 


]В1  +  Щ  О  +  хН? 


(3.11) 


Таким  образом,  можно  выбрать  локальные  коэффициенты  обратной 
связи  так,  что  все  три  требования  будут  удовлетворяться  для  й=сІтдіХ, 
где  в  условии  (2.7)  положено  аі0(гі=йтах) ,  определяемое  из  (3.8).  Затем 
из  (3.11)  можно  найти  степень  устойчивости  для  0  и  проверить  усло¬ 
вия  для  сІ= 0,  где  требуемая  степень  устойчивости  а<0  определяется  из 
(3.9). 

4.  Синтез  адаптивного  управления.  Если  не  удается  отыскать  локаль¬ 
ные  коэффициенты  обратной  связи,  которые  могли  бы  стабилизировать 
робототехническую  систему  для  всех  допустимых  изменений  параметров 
нагрузки,  то  следует  применить  одну  из  схем  адаптивного  управления. 

Ограничимся  рассмотрением  простого  децентрализованного  адаптив¬ 
ного  управления.  Сохраним  такую  же  структуру  обратной  связи,  как  и 
для  рассмотренной  выше  схемы  неадаптивиого  децентрализованного 
управления.  Предположим,  что  для  каждого  шарнира  и  привода  приме¬ 
няется  локальный  контроллер,  в  котором  коэффициенты  в  локальном 
номинальном  управлении  (2.3)  и  локальные  коэффициенты  обратной 
связи  в  (2.5)  изменяются  в  соответствии  с  изменениями  нагрузки.  Дей¬ 
ствительно,  включим  в  схему  управления  блок  идентификации  парамет¬ 
ров  нагрузки.  Идентификацию  параметров  нагрузки  можно  осуществить 
различными  способами.  Например,  параметры  нагрузки  можно  легко 
определить  путем  измеренрія  сил  в  точках  контакта  между  схватом  ро¬ 
бота  и  нагрузкой  [10].  С  этой  целью  следует  поместить  датчики  силы 
в  этих  точках  контакта  и  посредством  измерения  сил  реакции  получить 
непосредственную  информацию  о  параметрах  нагрузки.  Используя  иден¬ 
тифицированные  параметры  нагрузки,  можно  определить  локальные  ко¬ 
эффициенты  обратной  связи,  которые  обеспечат  устойчивость  локальных 
подсистем  со  степенью  устойчивости,  достаточно  «высокой»  для  стабили¬ 
зации  полной  робототехнической  системы  (т.  е.  обеспечить  выполнение 
условия  (3.7)  для  определенного  значения  й).  Идентифицированные  па¬ 
раметры  нагрузки  будут  использоваться  при  вычислении  локального  но¬ 
минального  управления.  Действительно,  локальные  коэффициенты  об¬ 
ратной  связи  можно  вычислить  заранее,  занести  их  в  память  и  затем, 
во  время  функционирования  робота,  для  каждого  набора  идентифициро¬ 
ванных  параметров  легко  определить  соответствующие  локальные  коэф¬ 
фициенты  обратной  связи. 

Представленный  выше  анализ  устойчивострі  робототехнической  систе¬ 
мы  применим  для  определения  диапазона  параметров  нагрузки,  в  котором 
могут  быть  использованы  постоянные  коэффициенты  усиления  и  моменты 
перехода  к  новым  значениям  (т.  е.  можно  определить,  сколько  различ¬ 
ных  наборов  локальных  коэффициентов  необходимо  запоминать,  чтобы 
покрыть  все  допустимые  изменения  параметров  нагрузки).  Таким  обра¬ 
зом,  указанная  процедура  позволяет  не  только  ответить  на  вопрос,  не¬ 
обходимо  ли  применять  схему  адаптивного  управления,  но  и  выяснить, 
какова  «степень  адаптации»,  которую  следует  реализовать. 

5.  Пример.  Для  того  чтобы  показать  эффективность  приведенной  выше 
методики,  рассматривался  следующий  пример  промышленного  манипу¬ 
лятора.  Параметры  звеньев  робота  указаны  в  таблице.  Робот  имеет  че- 
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Гпс.  1.  Изменения  номинальной  и  достигнутой  степени  устойчивости  для  подсисте¬ 
мы  с  і—  1 


Ѵ.рпд  &ц3,м 


Рис.  2.  а,  б  -  Моделирование  движения  вдоль  траектории  при  неадаптивном  управле¬ 
нии  (при  изменении  нагрузки) 


тыре  звена  и  шесть  шарниров  ( /г=6 ) .  Считаем,  что  шарнир,  связанный 
со  схватом,  сферический.  Шарниры  приводятся  в  движение  электродви¬ 
гателями  постоянного  тока.  Предполагается,  что  переменной  величиной 
является  только  масса  полезной  нагрузки,  т.  е.  сІ={тр}.  Моменты  инер¬ 
ции  нагрузки  принимались  пренебрежимо  малыми,  т.  е.  нагрузка  —  то¬ 
чечная  масса. 

Цель  —  обеспечение  желаемых  траекторий  шарниров  робота  для  раз¬ 
личных  нагрузок.  Параметры  областей  практической  устойчивости  сле¬ 
дующие:  я/=0,002,  ^=0.02,  аг=1.5,  г=1,  2,  4,  5,  6,  ^3І==0.01,  я3‘=0.01, 
а3=1.5.  Делалась  попытка  синтезировать  децентрализованное  иеадаптив- 
ное  управление  в  форме  (2.6).  Анализировалась  практическая  устойчи¬ 
вость  робота  с  локальными  контроллерами  для  различных  масс  нагрузки. 
Изменение  желаемой  степени  устойчивости  а*  первого  шарнира  (под¬ 
системы)  по  отношению  к  массе  нагрузки  представлено  на  рис.  1.  Если 
синтезировать  локальный  контроллер  в  этом  шарнире  так,  чтобы  степень 
устойчивости  локальной  подсистемы  удовлетворяла  неравенству 


Таблица 

Параметры  робота 


Звено 

1 

2 

3 

4 

Длина,  м 

0.7 

1.2 

2.4 

0.97 

Масса,  кг 

548 

266 

143 

120 

Момент  инерции 
^X2,  кгм2 

70 

9 

2 

— 

^V2,  кг  м2 

152 

48 

80.5 

^22,  кг  м2 

72 

455 

85.1 
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для  тр= 40  кг,  то  степень  устойчивости  будет  изменяться  в  зависимости 
от  массы  нагрузки,  как  показано  на  рис.  1.  Очевидно,  что  для  значений 
тр< 40  кг  действительная  степень  устойчивости  первой  подсистемы  ниже 
желаемой  степени  устойчивости.  Другими  словами,  постоянные  локаль¬ 
ные  коэффициенты  обратной  связи  гарантируют  устойчивость  робота  для 
нагрузок  лгр<40  кг.  Однако  для  больших  масс  нагрузки  (приблизительно 
45  кг)  подсистема  не  может  быть  сделана  устойчивой  постоянными  коэф¬ 
фициентами  обратной  связи.  Аналогично  ведут  себя  и  другие  шарниры 
(подсистемы).  Можно  показать,  что  если  выбрать  коэффициенты  обрат¬ 
ной  связи  для  наибольшей  массы  нагрузки,  то  управление  не  сможет 
обеспечить  устойчивость  робота  для  меньших  масс  нагрузки.  Отсюда  сле¬ 
дует  вывод  о  том,  что  для  конкретного  робота  иеадаптивное  децентрали¬ 
зованное  управление  обеспечивает  устойчивость  системы  для  нагрузок 
не  более  (приблизительно)  40  кг.  Для  больших  нагрузок  необходимо 
применять  адаптивное  управление. 

Аналогичные  результаты  (рис.  2а,  б)  также  показывают,  что  робот 
практически  устойчив  относительно  номинальной  траектории  с  неадап- 
тивиым  децентрализованным  контроллером  в  случае,  если  масса  нагруз¬ 
ки  изменяется  в  пределах  от  0  до  40  кг.  Для  больших  нагрузок  ( тѵ~ 
~60  кг)  отслеживание  номинальной  траектории  с  такими  же  локальными 
коэффициентами  обратной  связи  неудовлетворительно,  так  как  появля¬ 
ется  перерегулирование.  Следовательно,  большие  нагрузки  требуют  из¬ 
менения  коэффициентов  обратной  связи. 

СПИСОК  ЛИТЕРАТУРЫ 

1.  ѴикоЪгаіоѵіс  К.  М.,  8іокіс  М.  И.  СопігіЬиііоп  іо  Ше  Оесоиріесі  Сопігоі  о!  Ьаг^е- 
8са1е  Месііапісаі  Зузіетз // Аиіотаііса.  1980.  V.  16.  №  1. 

2.  Вукобратович  М.,  Стокич  Д.  Управление  манипуляционными  роботами.  М.:  Наука, 
1985. 

3.  Пол  Р.  Моделирование,  планирование  траекторий  и  управление  движением  ро¬ 
бота-манипулятора.  М.:  Наука,  1976. 

4.  ЕгеипА  Е.  Газі  ]\топ1іпеаг  Сопігоі  тій  АгЬіігагу  Роіе-Ріасешепі  іог  Іпсіизігіаі  Ко¬ 
Ьоіз  апсі  Мапіриіаіогз // Іпі.  2.  КоЬоііс  КезеагсЬ.  1982.  1(1). 

5.  Агітпоіо  8.,  Міуагакі  Е.  ЗіаЬііііу  апсі  КоЬизіпезз  оі  РЮ  ЕеесІЬаск  Сопігоі  Гог  Ко- 
Ьоі  Мапіриіаіогз  апсі  8епзогу  СараЪіІііу.  Еіг8і  Іпі,  8утр.  оі  КоЬоііс  КезеагсЬ. 
Вгеііоп-ѴѴоосІз.  Кеѵѵ  НатрзЫге.  И8А  (1983). 

6.  ОиЪоіѵзку  8.,  ОезЕог^ез  О.  ТЬе  Арріісаііоп  оі  Мойеі  Кеіегепсе  Асіарііѵе  Сопігоі 
Іо  КоЬоііс  Мапіриіаіогз.  .Іоигпаі  оі  Бупатіс  8узіетз,  Меазигетепі,  апсі  Сопігоі. 
1979.  V.  101. 

7.  Таке§акі  М.,  Агітоіо  8.  Ап  Асіарііѵе  Тгаіесіогу  Сопігоі  о!  Мапіриіаіогз // Іпі. 
2.  Сопігоі.  1981.  V.  34.  №  2. 

8.  Но  го  іѵ  іі  2  В.,  Тотішка  М.  Ап  Асіарііѵе  Сопігоі  8с1іете  іог  МссЪапісаІ  Мапіриіа- 
іогз-Сошрепзаііоп  оі  ІЧопІіпеагііу  апсі  Бесоирііп^  Сопігоі  //  А8МЕ,  ДУіпіег  Аппиаі 
Мееііп<?  (1980). 

9.  Тимофеев  А.  В.  Конечно-разностные  локально  оптимальные  алгоритмы  решения 
неравенств,  возникающих  в  адаптивных  системах  управления // Техн.  киберне¬ 
тика.  1975.  №  4. 

10.  ѴикоЬгаІоѵіс  К.  М.,  Кігсапзкі  М.  N.  Ап  АрргоасЬ  іо  Асіарііѵе  Сопігоі  оі  КоЬоііс 
Мапіриіаіогз // 1 ГАС  2.  Аиіотаііса.  (Бес.  1986). 

И.  81оііпе  апсі  Ьі.  Оп  іЬе  асіарііѵе  Сопігоі  оі  КоЬоі  Мапіриіаіогз.  (Іипе  1986). 

12.  Сгащ,  Нзи  апсі  8азігу.  Асіарііѵе  Сопігоі  оі  Месііапісаі  Мапіриіаіогз.  ІЕЕЕ  Сопі., 

,  8ап  Ггапсізсо.  (Аргіі  1986). 

13.  ѴикоЪгаіоѵіс  К.  М.,  8іокіс  М.  Б.,  Кігсапзкі  М.  N.  То\ѵагйз  Гѵіопасіарііѵе  апсі  Асіар¬ 
ііѵе  Сопігоі  оі  Мапіриіаііоп  КоЬоіз  //  ІЕЕЕ  Тгапз.  Аиіотаііс  Сопігоі.  1984.  V.  АС-29. 
№  9. 

14.  Вукобратович  М.,  Стокич  Д.,  Кирчански  Н.  Неадаптивное  и  адаптивное  управле¬ 
ние  манипуляционными  роботами  М.:  Мир,  1989. 

15.  8іокіс  М.  Ь.,  ѴикоЪгаіоѵіс  К.  М.  ЗупіЬезіз  оі  КоЬизі  Весепіга1І2ѳсІ  Сопігоі  іог 
Мапіриіаііоп  КоЬоіз  іп  Рагатеігіс  Ріапе  Ргос.  оі  8утр.  оп  ТЬеогу  оі  КоЬоіз.  \Ѵіеп. 
1986. 

16.  Міскеі  М.  А.  ЗіаЬііііу,  Тгапзіепі  ВеЬаѵіог  апсі  Тгаіесіогу  Воипсіз  оі  Іпіегсоппесіесі 
8узіетз // Іпі.  ^.  Сопігоі.  1970.  V.  И.  №  4. 

17.  ѴикоЪгаіоѵіс  К.  М.,  8іокіс  М.  О.  Ргасіісаі  8іаЬі1ігаііоп  оі  КоЬоііс  Ьу  Весепігаіі- 
гесі  Сопігоі // Аиіотаіісз.  1984.  V.  20.  №  3. 

Югославия,  Поступила  в  редакцию 

Белград  24.ІѴ.1990 


125 


ТЕХНИЧЕСКАЯ 
КИБЕРНЕТИКА 
№  1  .  1991 


УДК  62-50 
©  1991  г. 

В.  Е.  БЕРБЮК,  Я.  И.  ЯНЧАК 

ОПТИМИЗАЦИЯ  ПО  БЫСТРОДЕЙСТВИЮ  ТРАНСПОРТНЫХ 
ДВИЖЕНИЙ  ПОРТАЛЬНОГО  РОБОТА 


Для  нелинейной  модели  трехстепенного  портального  робота,  предложен  алгоритм 
вычисления  кусочно-постоянного  управления  с  ограниченными  по  модулю  компонен¬ 
тами,  содержащего  две  точки  переключения  и  переводящего  рассматриваемую  ди¬ 
намическую  систему  из  произвольно  заданного  начального  в  произвольно  заданное 
конечное  фазовое  состояние  за  конечное  время.  В  основу  алгоритма  положено  ре¬ 
шение  задачи  быстродействия  для  управляемого  движения  материальной  точки  в 
гс-мерном  евклидовом  пространстве  при  ограниченных  по  модулю  компонентах  век¬ 
тора  управления.  Доказано,  что  при  ненулевых  фазовых  скоростях  в  начале  и  в 
конце  процесса  управления  это  решение  нетривиально.  Алгоритм  решения  нелиней¬ 
ной  задачи  практически  дает  оптимальное  по  быстродействию  управление  в  рас¬ 
сматриваемом  простом  классе  управляющих  воздействий,  а  в  ряде  случаев  задания 
начальных  и  конечных  условий  -  и  в  классе  произвольных  кусочно-непрерывных 
управлений.  Эффективность  алгоритма  подтверждается  численными  примерами. 

Введение.  Успешное  решение  проблем  комплексной  автоматизации 
производства  в  значительной  мере  связано  с  созданием  высокоэффектив¬ 
ных  промышленных  роботов.  В  связи  с  этим  актуальны  задачи  оптими¬ 
зации  конструкций  и  законов  управления  движением  манипуляционных 
роботов,  которые  рассматривались  в  ряде  работ,  например  в  [1  —  12]. 
Более  полно  с  библиографией  и  классификацией  задач  в  области  опти¬ 
мизации  управления  робототехническими  системами  и  подходами,  при¬ 
меняемыми  к  их  решению,  можно  ознакомиться  в  обзоре  [12]. 

В  настоящей  статье  рассматривается  задача  оптимального  по  быстро¬ 
действию  управления  перемещением  портального  робота  из  заданного 
начального  фазового  состояния  в  заданное  конечное.  Транспортные  дви¬ 
жения  робота  описываются  системой  обыкновенных  дифференциальных 
уравнений  шестого  порядка.  В  рамках  нелинейной  модели  построен  ал¬ 
горитм  определения  ограниченного  по  модулю  кусочно-постоянного 
с  двумя  точками  переключения  программного  управления,  перемещающе¬ 
го  портальный  робот  за  конечное  время  из  заданного  начального  фазо¬ 
вого  состояния  в  заданное  конечное.  Алгоритм  позволяет  в  ряде  случаев 
задания  краевых  условий  получать  решения  задачи  оптимального  быст¬ 
родействия.  Результаты  численного  решения  ряда  вариантов  нелинейной 
задачи  управления  движением  портального  робота  и  их  анализ  подтверж¬ 
дают  эффективность  построенного  алгоритма. 

При  отсутствии  взаимовлияния  поступательного  движения  робота 
вдоль  портала  и  вращательного  движения  в  горизонтальной  плоскости 
исходная  нелинейная  система  дифференциальных  уравнений  сводится 
к  линейной  системе,  описывающей  управляемые  движения  материальной 
точки  в  трехмерном  пространстве. 

Построен  численно-аналитический  алгоритм  решения  задачи  опти¬ 
мального  по  быстродействию  управления  движением  материальной  точки 
в  тг-мерном  евклидовом  пространстве  в  классе  ^г-мерных  кусочно  непре¬ 
рывных  управляющих  воздействий  с  ограниченными  по  модулю  компо¬ 
нентами.  Показано,  что  если  в  заданных  начальном  и  конечном  фазовых 
состояниях  фазовые  скорости  ненулевые,  то  время  быстродействия  в  ис- 
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Рис.  1 


следуемой  задаче,  вообще  говоря,  не  равно  максимальному  из  времен 
быстродействия  по  отдельным  координатам.  Построенный  алгоритм  при 
72=3  позволяет  рассчитать  оптимальное  по  быстродействию  управление 
движением  рассматриваемого  портального  робота  в  случае  отсутствия 
взаимовлияния  степеней  подвижности. 

1.  Описание  модели.  Уравнения  движения  и  постановка  задачи  управ¬ 
ления.  Портальный  робот,  кинематическая  схема  которого  дана  на  рис.  1. 
представляет  собой  управляемую  механическую  систему,  состоящую  из 
трех  абсолютно  твердых  тел:  тело  1  —  модуль  горизонтального  переме¬ 
щения  вдоль  портала  А  В,  параллельного  оси  ОХ  инерциальной  системы 
координат  0ХУ2,  тело  2  —  модуль  вертикального  перемещения  вдоль 
направляющей  СО,  параллельной  оси  ОУ\  тело  3  —  модуль  вращения 
вокруг  СО ,  содержащий  рабочий  орган  робота.  Горизонтальное  переме¬ 
щение  модулей  І,  2 ,  3  осуществляется  под  действием  силы  $ ,  направлен¬ 
ной  вдоль  ОХ.  Вертикальное  перемещение  модулей  2 ,  3  обеспечивается 
силой  Г,  приложенной  к  модулю  2  вдоль  ОУ.  Момент  сил  О ,  действующий 
относительно  оси  СО,  осуществляет  вращательное  движение  модуля  3. 

Введем  обобщенные  координаты  (рис.  1):  ^  —  расстояние  между  па¬ 
раллельными  прямыми  ОУ  и  СО\  у  —  ордината  точки  С;  ср  —  угол  поворота 
модуля  5,  отсчитываемый  от  положительного  направления  оси  ОХ  против 
часовой  стрелки. 

В  роботах,  содержащих  модули  вертикального  перемещения,  обычно 
применяют  устройства  пневморазгрузки  (гидроразгрузки),  позволяющие 
компенсировать  собственный  вес  вертикально  движущихся  частей  и  из¬ 
бавить  приводы  от  работы  в  асимметричных  условиях. 

В  предположении  наличия  пневморазгрузки  и  отсутствия  сил  трения 
управляемые  движения  робота  описываются  следующей  системой  диффе¬ 
ренциальных  уравнений: 

т2у"=Р,  (Мх+т31  сов  ф)  **=(?,  /ср”—  т31х"  зіп  ср=/7.  (1.1) 

В  формулах  (1.1)  приняты  обозначения:  т2  —  суммарная  масса  модулей 
2  и  3]  т3  —  масса  модуля  3 ;  М  —  суммарная  масса  модулей  7,  2 ,  3\  ]  — 
момент  инерции  модуля  3  относительно  оси  вращения;  /  —  расстояние  от 
оси  вращения  до  центра  масс  модуля  3. 

Сформулируем  для  рассматриваемой  управляемой  механической  сис¬ 
темы  задачу  быстродействия. 
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Задача  Б.  Пусть  в  начальный  момент  времени  2=0,  положение 
механической  системы  определяется  фазовым  состоянием 

г/(0)=г/о,  ж(0)=аг0,  ф(0)=ф0,  у'(0)=у0\  я(0)=я0\  ф(0)=ф0*  (1.2) 

Требуется  перевести  систему  (1.1)  из  начального  состояния  (1.2)  в  за¬ 
данное  конечное  состояние 

Р(Т)=Ут,  х(Т)=х Ті  ф(Г)=<рт,  у(Т)*=ут\  х'(Т)  = 

=Хт\  ф*  (Т)  ==фт*  (1.3) 

при  помощи  кусочно-непрерывных  управлений  Р(і),  С/(2),  удовлет¬ 

воряющих  ограничениям 

1*40  І^о,  <2(01«?о,  1^(0  *И0,  Т]  (1.4) 

за  минимально  возможное  конечное  время.  В  формулах  (1.4)  Р0,  (>0,  ІІ0  — 
заданные  положительные  постоянные. 

2.  Оптимальное  по  быстродействию  управление  движением  матери¬ 
альной  точки  в^г-мерном  евклидовом  пространстве.  Рассмотрим  вариаци¬ 
онную  задачу  для  материальной  точки  в  гс-мерном  евклидовом  простран¬ 
стве,  результаты  решения  которой  будут  существенно  использованы  при 
исследовании  задачи  оптимального  быстродействия  для  портального  ро¬ 
бота,  сформулированной  в  п.  1. 

Пусть  управляемые  движения  материальной  точки  в  гс-мерном  евкли¬ 
довом  пространстве  описываются  уравнениями  (к==  1,  2,  .  .  . ,  п) 

Хк  =  17*.  (2.1; 

Задача  Л.  Требуется  перевести  систему  (2.1)  из  заданного  началь¬ 
ного  фазового  состояния  (к=  1,  2, . .  . ,  п) 

хк(0)=х0к,  хк(0)=х0к  (2.2) 

в  заданное  конечное  фазовое  состояние  (/с=1,  2,  .  .  . ,  п) 

хк(Т)=х ть,  хк(Т)=хтк  (2.3) 

при  помощи  кусочно-непрерывных,  ограниченных  по  модулю  управлений 

ад)  (А=1,  2,...,  п) 

іад)І<1,  0,  Т]  (2,4) 

за  минимально  возможное  время  Т=Т*. 

Очевидно,  решение  задачи  Л  эквивалентно  решению  п  следующих 
одномерных  задач  Ак  (к=  1,  2,  .  .  . ,  п)  с  минимально  возможным  общим 
временем  процесса  управления  Т=Т*. 

Задача  Ак.  Определить  управляющее  воздействие  ІІк(і)  удовлетво¬ 
ряющее  ограничению  (2.4)  и  перемещающее  изображающую  точку  фазо¬ 
вой  плоскости  ( хк ,  хк)  в  силу  соотношений  (2.1)  за  заданное  конечное 
время  Т  из  начального  состояния  (2.2)  в  конечное  состояние  (2.3). 

Обозначим  через  Ѳ*  множество  значений  времени  Г,  для  которых  за¬ 
дача  Ак  разрешима.  Тогда  для  Г*  справедливо  соотношение  Т*= 
=іпі(ѲіПѲ2П  .  .  .  ПѲП).  Если  каждое  множество  Ѳ&  состоит  из  всех  Г,  боль¬ 
ших  некоторого  Тк*  =  іпі  Ѳ*,  то  выражение  для  Т*  может  быть  переписано 
в  виде 

Г*=  шах  іпіѲк=  шах  Тк*  (2.5) 

и,  следовательно,  решение  задачи  Л  тривиально. 

Опустим  для  удобства  индекс  к  в  формулировке  задачи  А*  и  в  соот¬ 
ношениях  (2.1)  — (2.4),  назвав  ее  при  этом  задачей  А.  Множество  значе¬ 
ний  времени  Г,  для  которых  задача  А  разрешима,  обозначим  через  Ѳ. 
Ниже  будет  показано,  что  множество  Ѳ,  вообще  говоря,  двусвязно  и,  сле¬ 
довательно,  Т*  не  может  быть  определено  формулой  (2.5).  Кроме  того, 
множество  значений  времени,  для  которых  задача  А  разрешима,  не  из- 
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Рис.  2 


Рис.  3 


менптся,  если  вместо  произвольных  ограниченных  по  модулю  кусочно¬ 
непрерывных  управлений  рассматривать  релейные  управления  с  одной 
точкой  переключения: 


(2.6) 


0^т<Г<оо?  д  =  сопві,  |д|=д'<1. 


Задачу  А  в  классе  управлений  (2.6)  будем  называть  задачей  Ад,  а  мно¬ 
жество  значений  времени  Г,  для  которых  задача  Ад  разрешима,  обозна¬ 
чим  через  Ѳд. 

Двусвязность  множества  Ѳ  определяется  характером  зависимости  ве¬ 
личины  д'=|д|  от  времени  процесса  управления  Т^д^  в  задаче  Ад,  а  имен¬ 
но  наличием  у  этой  функции  трех  участков  монотонности  чередующегося 
знака  (рис.  2). 

Приведенные  замечания  относительно  свойств  множеств  Ѳ  и  Ѳд,  а  так¬ 
же  определенной  на  Ѳд  функции  д'(Г)  сформулируем  в  виде  утвержде¬ 
ния. 

Утверждение  2.1.  Для  каждого  значения  времени  Г^Ѳд  решение 
задачи  Ад  единственно.  Функция  д'(7)  непрерывна  на  Ѳд.  Существуют 
действительные  постоянные  0<7і<7т2<Г3<І,4<<хэ,  такие,  что  множество 
Ѳд  представимо  в  виде 

Ѳ,=  [?\,  Т2][}[Т21  Г3]ЩГ4,  оо),  (2.7) 

и  функция  д' (Т)  строго  убывает  при  Т^[Ти  Т2],  оо)  и  строго 

возрастает  при  Т^[Т2,  Т3 ].  Множества  Ѳ  и  Ѳд  совпадают. 

Идея  доказательства  утверждения  2.1  основана  на  рассмотрении  за¬ 
висимости  Г(д'),  обратной  к  функции  д'(7),  выделении  однозначных  вет¬ 
вей  многозначной,  вообще  говоря,  функции  Г(д')  и  исследовании  их  на 
монотонность. 

Доказательство.  Рассмотрим  задачу  определения  управления  ви¬ 
да  (2.6),  где  |  д|=д' —  заданная  положительная  постоянная,  переводя¬ 
щего  изображающую  точку  фазовой  плоскости  ( х ,  х)  уравнения 

х'=ІІ  (2.8) 


из  заданного  начального  состояния 

х(0)=х0,  х'(0)=х0 * 
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в  заданное  конечное  состояние 

х(Т)=хт,  х'(Т)=хт'  (2.10) 


за  конечное  время  Т .  Решение  сформулированной  задачи  В  состоит  в  оп¬ 
ределении  неизвестных  параметров  закона  управления  (2, .6)  —  Т,  т, 
где  параметр  |  определяется  соотношением  д=%|д|  =|д\  Покажем,  что- 
решение  задачи  В  существует  при  произвольно  заданных  действительных 
я0,  Хо ,  хт,  Хт  (кроме  хт— х0=х0 '=хт'=0)  и  произвольном  #‘>0,  т.  е.  функ¬ 
ция  Т(д)  определена  для  всех  д>0.  Случай  хт—х0=х0л=хт' =0  —  особый. 
В  этом  случае  функция  Т(д)  не  определена,  однако  определена  функция 
д(Т)=0.  В  дальнейшем  этот  случай  не  рассматривается  как  тривиальный 
с  точки  зрения  задачи  управления. 

Рассмотрим  фазовые  кривые  уравнения  (2.8)  при  С/=д=соп8І.  Это» 
симметричные  относительно  оси  хх'=0  параболы: 

х=0.5х'2/д+хп~  0.5х^2/д.  (2. 1 1 ) 

В  (2.11)  ( Х]$ ,  хк')  —  координаты  точки,  принадлежащей  фазовой  параболе. 
Подставляя  поочередно  в  (2.11)  вместо  (хк,  х/)  координаты  начальной 
(2.9)  и  конечной  (2.10)  точек  и  полагая  #=Ц<7|,  |=±1,  получим  две 
пары  парабол,  соответствующих  начальной  и  конечной  точкам  фазовой 
плоскости.  Пусть  начальная  и  конечная  точки  лежат  на  одной  и  той  же 
параболе.  Последнее  возможно  только  при  определенном  значении  д=до7 
вычисляемом  соотношением 

(7о=0.5(#т*2— ^о*2)  (хт-х0)~\  (2.12) 


Из  уравнения  (2.8)  следует,  что  движение  изображающей  точки  фа¬ 
зовой  плоскости  из  (2.9)  в  (2.10)  по  общей  параболе  возможно  лишь  при 
выполнении  условия  8щп(хт'— х0')  =  8щп  д0.  Аналогично  из  (2.8),  (2.11) 
следует,  что  фазовая  траектория  в  задаче  В  состоит  из  кусков  парабол 
с  различными  значениями  ^  тогда  и  только  тогда,  когда  хотя  бы  для 
одного  из  значений  ^=±1  существуют  действительные  решения  системы 
уравнений 

х=0.5х'2/д+х0— 0.5х0'2/д 

х=— 0.5х'2/ д+хт+0.5хт'2/ д  (2.13) 

относительно  неизвестных  координат  х ,  х *  точки  пересечения  парабол, 
удовлетворяющие  условиям 


Как  следует  из 
неравенства 


х'^Хо',  Х*>Хт,  1  =  1, 

....  (2.14) 

X  ,  X  ,  ^  =  —1. 

(2.13),  х ,  х 9  действительны  лишь  в  случае  выполнения 
д(хт—х0)  +0.5(;гт*2+;г0*2)  >0,  (2.15) 


при  этом  х  определяется  формулами 

ж’=іГа(д),  д=%д',  |=±1,  ті=±1, 

й  ( д )  =Ід(хт—х  о)  +0.5  (хт‘2+а:0‘2) . 


(2.16) 


Анализ  соотношений  (2.13),  (2.16)  показывает,  что  координаты  точ- 
ки  пересечения  фазовых  парабол  полностью  определяются  выбором  зна¬ 
чений  параметров  §  и  ц.  Если  ордината  этой  точки  удовлетворяет  усло¬ 
вию  (2.14),  то  все  необходимые  параметры  закона  управления  (2.6), 
являющегося  решением  задачи  В,  вычисляются  однозначно. 

Обозначим  через  Я  то  из  чисел  х0\  хт\  модуль  которого  больше,  через 
г  — число  с  меньшим  модулем.  Если  |  =  |  | ,  то  полагаем  Я=х0\  г= 
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=хт\  Рассмотрим  решение  задачи  В  при  различных  значениях  д  .  Пусть 
0<д'<|дс|,  дс^=0.  Тогда,  как  следует  из  (2.12),  условие  (2.15)  выполнено 
при  любом  значении  |==Н.  Независимо  от  значения  §  выполняется 
также  неравенство  |г|<й(#)<|/?|.  Условия  (2.14)  можно  удовлетворить, 
лишь  принимая  в  соотношениях  (2.16)  т]=— зщпі?.  Из  (2.14)  следует 
также  |=г|.  Итак,  значения 

§=г|=— 8щпЯ  (2.17) 

определяют  единственное  решение  задачи  В. 

Можно  непосредственно  убедиться,  что  при  д>\д<і\,  где 

да= 0.5(хт‘2+^о*2)  (хт—х0)~\  (2.18) 

неравенство  (2.15)  удовлетворяется  лишь  при  §=8щп(.гт— х0).  Для  этого 
значения  как  следует  из  (2.18),  выполнено  неравенство  ^(д)>|/?|. 
Последнее  совместно  с  (2.14)  однозначно  определяет  |=г].  Таким  обра¬ 
зом,  значения 

г]=5=8І^п(хт-Хо)  (2.19) 

определяют  единственное  решение  задачи  В. 

Пусть,  наконец,  |дс|<д'<  |д<*|.  Тогда  условие  (2.15)  выполнено  неза¬ 
висимо  от  Если  ^==8І^п(^т— х0),  то,  согласно  (2.12),  удовлетворяется 
неравенство  й(д)>|і?|.  Последнее  совместно  с  (2.14)  определяют  зна¬ 
чения  |  и  г]  по  формуле  (2.19).  С  учетом  (2.12)  для  §=— 8щп(;гт— х0) 
выполнено  неравенство  Й(д)<|г|.  Если  ХтХ0'<0,  то  (2.14)  может  быть 
удовлетворено  лишь  при  д'  =  |д0|,  г(хт—х 0)<0  (или  Я(хт— л:0)>0) .  При 
этом  пара  значений  (^,  ц)  определяется  формулой  (2.17).  Фазовые  тра¬ 
ектории  в  задаче  В,  соответствующие  значениям  ц,  вычисленным  по 
формулам  (2.17),  (2.19),  совпадают  и  представляют  собой  отрезок  об¬ 
щей  параболы,  соединяющей  начальную  (2.9)  и  конечную  (2.10)  точки 
фазовой  плоскости.  При  х0 ’#тв>0,  возможны  два  различных  варианта. 
В  первом  случае  і?(#т— #0)< 0  и  условие  (2.14),  как  показывает  непо¬ 
средственная  подстановка  различных  значений  ц,  невыполнимо.  Во  вто¬ 
ром  случае  Н(хт—х 0)>0  и  условие  (2.14)  удовлетворено  независимо  от  ц. 
Следовательно,  существуют  две  пары  значений  параметров  ц,  опреде¬ 
ляющие  два  различных  решения  задачи  В.  Одно  из  них  соответствует 
значениям  §,  ц,  вычисляемым  по  формуле  (2.17),  второе  —  значениям 

Г)  —  —  ^  =  8ЩП  («Гт — Хо)  =  8ЩП  В.  (2.20) 


Таким  образом,  при  произвольных  краевых  условиях  (2.9),  (2.10),  кроме 
Хт—х0=х0'=Хч=0,  функция  Т(д')  определена  для  всех  д'>0.  Если 
.І0е|<д'<|д*|  и  выполнены  условия 


ХоХц'^О 

В(хт—х  0)>0, 


(2.21) 


то  каждому  значению  аргумента  д  соответствуют  три  различные  пары 
значений  ц,  определяющих  решения  задачи  В. 

Как  показывает  непосредственная  подстановка,  при  выполнении  ус¬ 
ловий  (2.21)  значения  функции  Т(д)  в  точке  д'  =  \до\  для  (|,  ц) ,  опре¬ 
деляемых  из  (2.19)  и  (2.20),  совпадают.  Аналогично  в  точке  д  =\да\ 
значения  Т(д  )  равны  для  (|,  ц)  из  соотношений  (2.17)  и  (2.20).  Обозна¬ 
чим  Т(\дс\)=Тс,  Т (\д6\)=Тй.  В  частности,  при  выполнении  условий 
(2.21)  со  знаком  равенства  в  первом  соотношении,  \дс\=д  =  \да\  и,  сле¬ 
довательно,  Тс=Та.  Наконец,  если  и  условия  (2.21)  выпол¬ 

нены  как  строгие  неравенства,  то  различным  парам  (|,  ц)  отвечают  раз¬ 
личные  значения  функции  Т(д).  В  иных  случаях  функция  Т(д')  одно¬ 
значна. 

Аналитическая  зависимость  Т(д')  определяется  соотношением 

Т{д')=(\х0'-х(д')  \  +  \х{д)-х^\)д-\  (2.22) 


5* 
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где  х\д)  —  ордината  изображающей  точки  фазовой  плоскости  уравне¬ 
ния  (2.8)  с  управлением  (2.6)  в  момент  переключения  1= т2,  вычисляе¬ 
мая  по  формуле  (2.16).  Очевидно,  функция  Т{д)  непрерывно  диффе¬ 
ренцируема  на  интервалах  изменения  д',  соответствующих  постоянным 
значениям  пары  параметров  г).  Исследуем  монотонность  Т(д)  для 
различных  пар  значений  ц,  определяемых  формулами  (2.17),  (2.19) г 
(2.20).  Возьмем  производную  от  Т  по  д  .  Учитывая,  что  при  выполнении 
условия  (2.14)  имеет  место  тождество 


\х'— Хо'\  +  \х—  Хт 


2х*—Хо'—Хт:\ 

х0'+хт—2х\ 


получим  соотношение 


1=1 
Е— 1, 


йТ I йд  =Ъ,(2д  йх' I сід  —2х9 +х0'  +х^')  д~2. 


(2.23) 


Отметим,  что,  согласно  (2.16), 

2д'й#7^д'=2д'2;(.Гт— х0)  {2х')~1=д(хт— х0)  (х*)“1= 

=  (х*2— 0.5(хт'2+х0'2)  )  (ж*)"1,  х'ФО.  (2.24) 


Подставляя  (2.24)  в  (2.23),  получим 

сІТ/сІд' (х'—х0')2+(х'—хт: ‘)2д,”2й(д)“1,  й(д)  ФО.  (2.25) 


Отметим  выполнение  условия  Й(д)=^=0  (или  х'ФО)  па  интервалах 
изменения  д',  соответствующих  постоянным  значениям  пары  (5,  ц)  . 

Из  соотношения  (2.25)  непосредственно  следует  монотонное  убыва¬ 
ние  функции  Т(д)  для  значений  (|,  ц),  определяемых  формулами 
(2.17),  (2.19),  и  монотонное  возрастание  в  случае,  если  пара  (§,  ц) 
определяется  равенством  (2.20).  Если  условия  (2.21)  не  выполнены, 
то  в  точке  д'=|дс|  совпадают  значения  функции  Т(д)  для  (%,  ц),  опре¬ 
деляемых  равенствами  (2.17)  и  (2.19).  В  этом  случае  функция  Т(д') 
монотонно  убывает  на  всем  промежутке  изменения  д'.  При  выполнении 
условий  (2.21),  согласно  вышеизложенному,  возможно  выделение  сле¬ 
дующих  трех  однозначных  ветвей  функции  Т(д)\  Тоа(д')  —  монотонно 
убывающая  на  интервале  (0;  |д</|);  ^(д')  —  монотонно  возрастающая 
на  (ідс|;  |д*|);  ТсЪ(д')  —  монотонно  убывающая  на  (|д<*|;  °°).  Функциям 
Тоа(д),  Ты(д'),  ТсЪ(д')  отвечают  пары  значений  (&,  ц),  определяемых 
формулами  (2.17),  (2.20),  (2.19)  соответственно.  Очевидно,  выполнение- 
равенств  ГоЛ|дй|)=ГсД|дй|)=Гй,  ТсЛ  ( |?с|)  =ТсЪ{\дс\  )=ТС. 

Рассмотрим  функцию  д'(Т),  обратную  к  Т(д').  Эта  функция  опре¬ 
делена  для  всех  Г> 0,  однозначна  и  непрерывна.  При  выполнении  ус¬ 
ловия  (2.21)  функция  д  (Т)  монотонно  убывает  на  интервалах  (0;  Гс), 
(Та;  оо)  и  монотонно  возрастает,  когда  Т^(ТС;  Та).  Если  условие  (2.21) 
не  выполняется,  то  функция  д'(Т)  строго  убывает  на  интервале 

Гс=(0;  оо). 

Проекция  части  графика  д'(Г),  лежащей  в  области  д'<1,  на  времен¬ 
ную  ось  является  множеством  Ѳд.  Представление  полученного  таким  об¬ 
разом  множества  0(/  в  виде  объединения  интервалов,  на  которых  функция 
д  (Т)  монотонна,  не  вызывает  затруднений. 

При  выполнении  условия  (2.21)  и  д<1,  упоминаемые  в  формулировке 
утверждения  2.1,  постоянные  7\  (і=  1,  2,  3,  4)  равны:  Т{=Тоа  (1),  Т2=^ТС, 
Тг—Т^Тл.  Если  выполнено  (2.21)  и  |дс|<1<|дД,  то  Г1=770<і  (1),  Т2=ТС , 
Т3=ТС(І  (1),  Т^Тсъ  (1).  В  остальных  случаях  Т{=Т сЬ  (1),  і=*  1,  2,  3,  4. 
График  функции  д  (Т)  при  выполнении  условий  (2.21),  |дс|<1<|д<*|, 
и  соответствующее  множество  Ѳд  изображены  на  рис.  2. 

Докажем  последнее  положение  утверждения  2.1  о  равенстве  множеств 
Ѳ  и  Ѳ<*.  Покажем  справедливость  логического  утверждения:  Г^Ѳ^Г^Ѳд. 
Обратное  следование  очевидно,  так  как  Ѳд<=Ѳ.  Прямое  следование  в  случае, 
когда  Ѳд  односвязно,  вытекает  из  того,  что  Ѳд  содержит  все  значения  вре- 
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мени,  большие  Ти  а  Тх  —  минимально  возможное  время,  для  которого  су¬ 
ществует  решение  задачи  А.  Последнее  несложно  проверить,  применяя 
принцип  максимума  Понтрягина  [13].  Рассмотрим  случай  двусвязности 
множеств  Ѳд.  Положим,  для  определенности,  что  условия  (2.21)  выполне¬ 
ны  для  /?> 0.  Значениям  времени  Ти  Т3,  Т 4  на  фазовой  плоскости  (х,  х) 
уравнения  (2.8)  отвечают  фазовые  траектории,  состоящие  нз  кусков  пара¬ 
бол  с  предельными  значениями  д'.  На  рис.  3  эти  траектории  обозначены 
стрелками  и  цифрами  2,  3,  4  соответственно. 

Докажем,  что  для  произвольного  кусочно-непрерывного  управления 
0;  Г],  являющегося  решением  задачи  А,  справедливо  неравенство 

Т>  |  Хо—Хтіп  |  +  |  Хт\п—Хт  |  ,  (2.26) 

где  х тіп  —  это  минимальное  значение  обобщенной  скорости  х'  на  фазовой 
траектории,  соответствующей  управлению  V (і) ,  Ш  [0;  Т].  Действительно, 

т  т  т 

т  =  \ йх{1)/1;{1)=\  |^-(0|/|с/(еі  =  І  \сіх(і)\> 

о  о  о 

^  |  %0  ^шіп  |  |  «^шіп  |  • 

Пусть  11(1),  ^[0;  Т ]  —  решение  задачи  А.  Докажем,  что  существует 
управление  вида  (2.6),  решающее  задачу  Ад  для  того  же  значения  Т  вре¬ 
мени  процесса  управления.  Доказательство  проведем  от  противного.  Пред¬ 
положим  Т  такое,  что  задача  А  неразрешима.  Очевидно,  при  этом  Т3< 
<Г<Г4.  С  другой  стороны,  фазовая  траектория,  соответствующая  реше¬ 
нию  задачи  А,  либо  принадлежит  области  а,  ограниченной  траекториями 
1  и  3  (рис.  3),  и  тогда  Т<Т3 ,  либо  попадает  в  область  К2\(аУч),  где  у  — 
односвязная  область,  ограниченная  самопересекающейся  траекторией  4 
(рис.  3).  В  последнем  случае  изображающая  точка  уравнения  (2.8)  с 
управлением,  ограниченным  по  модулю  единицей,  может  попасть  в  конеч¬ 
ное  положение  ( хт ,  хт*),  лишь  заходя  в  полуплоскость  х'<0  и  пересекая 
проходящую  через  ( хт ,  хт')  параболу  с  д=1  в  точке  с  ординатой  хѵ'<хк\ 
где  Хь  —  ордината  точки  пересечения  упомянутой  параболы  и  траектории 
4  в  полуплоскости  х'<0  (рис.  3).  Согласно  оценке  (2.26),  Т> \х0'— хр'\  + 
+  \хр'— хт'\  >  |#0’— х^\  +  \х^— Хт\—Т^  что  противоречит  исходному  предпо¬ 
ложению.  Полученное  противоречие  доказывает  утверждение  о  тождестве 
множеств  Ѳ  и  Ѳд.  Аналогичное  доказательство  можно  провести  в  случае, 
если  условия  (2.21)  выполнены  при  Н< 0.  Утверждение  2.1  доказано. 

Следствие.  Если  Т  совпадает  с  одним  из  значений  Ти  Г3,  то  за¬ 
дача  А  имеет  единственное  решение,  совпадающее  с  решением  задачи  А9. 
Действительно,  как  следует  из  доказательства  тождества  множеств  Ѳ  и  Ѳдѵ 
решение  задачи  А,  не  совпадающее  с  решением  задачи  Ад  при  Т=Ті  или 
Г=Г4,  переводит  изображающую  точку  уравнения  (2.8)  из  (2.9)  в  (2.10) 
за  время,  строго  большее  Т7,  а  при  Т=Т3  —  за  строго  меньшее  Т  время. 

Свойства  множества  и  функции  д'(Г),  доказанные  в  утверждений 
2.1,  позволяют  предложить  следующий  алгоритм  решения  задачи  Л. 

Шаг  1.  По  заданным  начальным  (2.2)  и  конечным  (2.3)  условиям,  ис¬ 
пользуя  соотношения  (2.16),  (2.22),  следуя  доказательству  утверждения 
2.1,  вычисляем  постоянные  Тік  (і= 1,  2,  3,  4),  определяющие  множества 
Ѳ*  (А«1,  2 ,  ...,га). 

Шаг  2.  Полагаем  Т  =  шах  Тік. 

1 

Шаг  3.  Последовательно,  для  А=*1,  2, . . . ,  п  проверяем  выполнение 
условия 

(2.27) 
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Т^(Тзк,  Тьк). 


Если  условие  (2.27)  не  выполнено  ни  при  каком  /с=1,  2, . . . ,  п,  переходим 
к  шагу  5.  Если  (2.27)  выполнено  для  к— к0  (1  </е0<гс),  выполняем  шаг  4. 

Шаг  4.  Полагаем  Т—Т^.  Возвращаемся  к  шагу  3. 

Шаг  5.  Принимаем  Т*=Т.  Находим  значения  параметров  дь  и  т*  за¬ 
кона  управления  (2.6)  для  каждой  из  задач  Ак,  используя  свойства  не¬ 
прерывности  и  кусочной  монотонности  функций  Цк  {Т)  (к— 1,  2,...,  п). 

Найденное  время  Т*  и  соответствующие  ему  управления  вида  (2.6)  в 
задачах  Ак  (к= 1,  2 дают  решение  задачи  быстродействия. 

Очевидно,  построенное  по  данному  алгоритму  оптимальное  управление 
ІІ*(^)  =  ((7і*(0,  С/2*(0»  •  •  •  >  ^п*(0)»  *е[0;  Т7*],  вообще  говоря,  неединст¬ 
венно.  Отличительное  свойство  этого  управления  по  сравнению  с  любым 
другим  оптимальным  по  быстродействию  управлением  I Ці) ,  ^  [0;  Г*], 
в  задаче  Л  определяется  неравенствами 

шах  \1?к(і)  |<  шах  |,  к=1,  2, . . . ,  гс. 

*е[0  ;Т#]  1е[0;Тв] 

Действительно,  рассматривая  значения  параметров  д/*,  к— 1,  2, . . . , /г, 
управления  11* (і),  ^[0;  Г*],  как  ограничения  на  величины  п  произволь¬ 
ных  кусочно-непрерывных  компонент  управляющего  воздействия  Щ/) , 
несложно  убедиться  в  том,  что  не  существует  управления,  отличного  от 
11* (0,  удовлетворяющего  этим  ограничениям  и  переводящего  изображаю¬ 
щую  точку  системы  (2.1)  из  (2.2)  в  (2.3)  (й=1,  2,...,  п)  за  время  Т7*. 
Последнее  вытекает  из  единственности  решения  задачи  Ак  в  случае,  если 
Т  равно  одному  из  значений  Тік,  Т3к ,  (см.  следствие  утверждения  2.1). 

Можно  непосредственно  убедиться,  что  сформулированная  в  п.  1  за¬ 
дача  оптимального  быстродействия  для  портального  робота  с  тремя  сте¬ 
пенями  свободы,  при  выполнении  условий 

|ф(0-л/2|«1,  |ф’(0|-«1,  *€=[0;  Г],  (2.28) 


введением  новых  безразмерных  переменных  и  управлений  по  формулам 
хі=Т0-2Р0-іт2у,  х2=Т 0~2(?о~{  (Мх—т31ц>) ,  х3=Т0~2[70~1  (Уф— тп31х) ,  т=і/Т0, 

ІІі—Р/Ро,  112— (2І(Зо  сводится  к  вариационной  задаче  Л  при  п= 3.  Таким 
образом,  решение  задачи  оптимального  быстродействия  для  рассматривае¬ 
мого  портального  робота  в  случае  выполнения  условий  (2.28)  может  быть 
получено  при  помощи  вышеописанного  алгоритма. 

3.  Нелинейная  задача  управления.  Рассмотрим  задачу  Б,  сформулиро¬ 
ванную  в  п.  1.  Введем  новые  переменные  по  формулам 


х1=іТ0~1Р0~іт2у,  х2=Т0-'<?й-'(Мх+тл1соа  ф), 

*з=Ф,  й^Р/Ро,  о,  с/з=г/т0/у,  Т=і/Т0. 


(3.1) 


В  этих  переменных  уравнения  (1.1),  (1.2)  и  два  первых  соотношения 
из  (1.6)  примут  вид  (2.1)  при  к=- 1,  2,  а  уравнение  (1.3)  и  ограничение 
на  управление  Ѵ3  преобразуются  следующим  образом: 

Х3Л  —  к  8ІП  х3(ІІ2— р(со8  х3) ")  =  1/3, 

(3.2) 

к=>т3ІТ02Ро/(МІ ),  р=т3Ц(Т*Р0), 

|г/з|<г/0То2/У-а.  (3.3) 


Краевые  условия  (1.4),  (1.5)  в  переменных  (3.1)  определяются  фор¬ 
мулами  (2.2),  (2.3)  при  /с— 1,  2,  3.  Назовем  задачу  Б  в  переменных  (3.1), 
определяемую  соотношениями  (2.1)  при  /с=1,  2,  (2.2),  (2.3)  при  &=1,  2,  3, 
(3.2),  (3.3),  задачей  Н.  Очевидно,  решение  задачи  Н  эквивалентно  реше¬ 
нию  задач  Аі  и  А2  в  переменных  (3.1)  и  сформулированной  ниже  задачи 
Н3  для  минимально  возможного  общего  времени  процесса  управления 
Т=Тѵ. 

Задача  Н3.  Пусть  заданы  Т  —  время  процесса  управления  и  кусочно- 
непрерывная  функция  С/2(0>  ^<=[0;  Т] .  Требуется  при  помощи  кусочио-не- 
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прерывного  управления  ?73(0>  удовлетворяющего  ограничению  (3.3),  пе¬ 
ревести  за  время  Т  изображающую  точку  фазовой  плоскости  (х3,  хг  ) 
уравнения  (3.2)  из  начального  состояния  (2.2)  для  к= 3  в  конечное  со¬ 
стояние  (2.3)  для  к=3. 

Очевидно,  для  времени  быстродействия  Тм  в  задаче  Н  справедлива  сле¬ 
дующая  оценка  снизу: 

Гм>іп!(Ѳ1ПѲ2)=Гд.  (3.4) 


Равенство  в  (3.4)  достигается  в  случае  существования  решения  задачи 
Нз  при  Т=Тд  и  112(\ О,  Ш  [0;  Тд\,  являющейся  решением  задачи  А2  при 
Т=Тд.  В  этом  случае  будем  говорить,  что  реализация  цели  управления  в 
плоскости  ( х3 ,  Хз*)  не  является  наиболее  ограничительной  с  точки  зрения 
времени  быстродействия. 

Введем  в  рассмотрение  следующий  класс  кусочно-постоянных  управле¬ 
ний,  содержащих  две  точки  переключения: 


*7.(т)={ 
С/2(т)=  { 
^з(т)  =  { 


01. 

-01. 

І0.|<1. 

02, 

0<т2<т 

-42, 

І0*І<1. 

V, 

0<г<т2, 

V', 

х2<т<Г, 

|С/3|<а, 

(3.5) 


0<Ті<Г<оо,  0<т2^г. 

Ниже  будет  показано,  что  в  классе  управлений  (3.5)  при  произволь¬ 
ных  заданных  начальных  и  конечных  значениях  обобщенных  координат 
и  скоростей,  кроме  случая,  когда  условия 

Хтк  Х0ь  —Хтіі  ~0  (3.6) 

выполнены  для  к=* 2  и  нарушаются  для  к= 3,  динамическая  система,  опре¬ 
деляемая  соотношениями  (2.1)  при  к= 1,  2  (3.2),  управляема.  Кроме  того, 
если  при  ІІ2(і ),  являющейся  решением  задачи  А2  в  классе  управлений 
(2.6)  при  Т=Тд,  реализация  цели  управления  в  плоскости  (х3,  х3')  не 
является  наиболее  ограничительной  с  точки  зрения  времени  быстродейст¬ 
вия,  то  класс  управлений  вида  (3.5),  обладая  простой  структурой,  содер¬ 
жит  вместе  с  тем  управление,  оптимальное  по  быстродействию. 

В  дальнейшем  будем  рассматривать  следующую  задачу  управления. 

Задача  У.  Пусть  равенства  (2.2),  (2.3)  при  к= 1,  2,  3  определяют 
начальное  и  конечное  положения  изображающей  точки  динамической  си¬ 
стемы,  движение  которой  в  фазовом  пространстве  описывается  соотноше¬ 
ниями  (2.1)  при  к= 1,  2  (3.2).  Требуется  определить  управление  вида 
(3.5),  переводящее  рассматриваемую  систему  за  конечное  время  Т  из  на¬ 
чального  состояния  в  конечное. 

Исследуем  вопрос  о  существовании  решения  задачи  У.  Введем  в  рас¬ 
смотрение  семейство  кривых  на  фазовом  цилиндре  Ф  =  { (л:3,  х3 *):  —  я<;Гз< 
— оо<Хз’<оо)?  являющихся  геометрическим  местом  точек,  координаты 
которых  равны  значениям  при  і=іі  решений  задачи  Коши  для  нормальной 
системы  обыкновенных  дифференциальных  уравнений  второго  порядка, 
получаемой  из  уравнения  (3.2)  с  Ѵ3— соп8і=И,  Ѵ^[—  а;  а],  и  некоторых 
начальных  условий,  заданных  в  момент  времени  т =і0.  Кривая  семейства 
определяется  заданием  начальной  и  конечной  точек  промежутка  ин¬ 
тегрирования,  начальных  условий  в  точке  %=і0,  а  также  функции  ?72(т), 
теЕ  [*0;  іі].  Если  то  интегрирование  производится  в  обратном  време¬ 

ни.  Определяемые  таким  образом  кривые  назовем  изохронами.  Если  изо¬ 
хрона  задана,  то  точка  на  ней  определяется  выбором  параметра  V е  [—а;  а]. 
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Из  теоремы  о  непрерывной  зависимости  решения  системы  обыкновенных 
дифференциальных  уравнений  от  параметров  [14]  следует  непрерывность 
координат  точки  на  изохроне  по  параметру  V ^  [—а;  а]. 

Очевидно,  существование  решения  задачи  У  для  заданного  времени  Т 
процесса  управления  эквивалентно  выполнению  двух  условий:  1)  Т' ^Ѳ± ПѲ2; 
2)  существует  пересечение  изохроны,  определяемой  значениями  ^о^О, 

т2  и  начальными  условиями  (2.2)  для  к= 3,  и  изохроны  с  іі=х2 

и  начальными  условиями  (2.3)  для  к— 3.  При  этом  параметр  т 2(Т)  и  функ¬ 
ция  112{і,  Т) ,  ^[0;  Т] ,  вида  (2.6),  входящие  в  определение  изохрон,  одно¬ 
значно  задаются  решением  задачи  А2.  В  дальнейшем  рассматриваем  лишь 
изохроны  со  значениями  параметров  і0,  указанными  в  условии  2).  Ниже 
будет  доказано,  что  условия  1),  2)  выполнены,  если  Т  достаточно  велико. 

Рассмотрим  некоторые  свойства  функций  и  параметров  исследуемой 
задачи  при  неограниченном  увеличении  времени  Т  процесса  управления. 
Отметим  прежде  всего,  что  начиная  с  некоторого  достаточно  большого  Т 
абсолютное  значение  параметра  д2(Т")  компоненты  V 2  управления  (3.5) 
монотонно  убывает  и  стремится  к  нулю  при  а  величина  |  Д2|  =  |  *і— 20| 

для  каждой  из  рассматриваемых  изохрон  монотонно  возрастает,  кроме  слу¬ 
чаев,  когда  выполнены  условия  (3.6)  при  к=* 2.  Первое  утверждение  сле¬ 
дует  из  монотонности  функции  д'(Г)  при  (см.  утверждение  2.1), 

а  второе  —  вытекает  из  соотношений  (2.16),  (2.22),  если  учесть,  что  сла¬ 
гаемые  в  правой  части  формулы  (2.22)  равны  соответственно  т2  и  Т— т2. 

Задание  краевых  условий  и  времени  управления  Т  в  задаче  У  одно¬ 
значно  определяет  функцию  ІІ2(і ,  Т ),  ^[0,  Г],  являющуюся  решением 
задачи  А2,  и  соответствующую  пару  изохрон.  Каждой  изохроне  соответст¬ 
вует  свое  значение  параметра  А Справедлива  следующая  лем¬ 
ма,  описывающая  асимптотическое  поведение  радиуса-вектора  точки  изо¬ 
хроны  при 

Лемма.  Пусть  хѣ(Ѵ,  А і,  Г),  х3(Ѵ,  Аі,  Т)  —  координаты  точки  изохро¬ 
ны,  определяемой  фиксированным  ненулевым  значением  параметра  V ^ 
е[—  а;  а] .  Если  для  рассматриваемой  изохроны  при  достаточно  больших  Т 
величина  А і(Т)  не  обращается  в  нуль,  то  асимптотическое  поведение 
функций  х3(Ѵ,  А і,  Г),  х3(Ѵ,  А і,  Т)  описывается  соотношениями 


Х3(  К,  А*,  Т )  8ЩП  V  8ЩП  А 

Т^оо 

х3(Ѵ,  А і,  Т) 8І$п  V  8щп  Аі~*~°°. 

Т-+ОС 


(3.7) 


Доказательство  леммы.  На  отрезке  постоянства  управлений 
V 2 ( ^) ?  В3 (і),  о;  ^і],  существует  первый  интеграл  уравнения  (3.2) 


0.5^з’2  (0(1  —  рк  8Іп2  х3  (0  )=Ѵ(х3  (і)  —х3(і0) )  — 

—кГ (Т)  (соз х3(і)—со$ х3(і0))+В0,  ^[г0;  *і],  (3.8) 


где  Ѵ=ІІ3(і)  — соп8І,  В0=0.5х32(і0)  (1  —рк  зіп2  х3{і0) )  =соп8І, 


Р{Т)=ѵ2{і,т)={д*{Т)(' 

Я  2  Щ  / 


Аі>0 

Аі<0. 


С  учетом  выражений  для  параметров  р  и  к  справедлива  оценка  множи¬ 
теля  при  0.5х32(і) : 

0<а<1—  рк  8Іп2  х3<  1,  а=1—рк=сопБі.  (3.9) 

Обозначим  правую  часть  (3.8)  через  ^(^(О,  К,  В(Т)).  Эта  функция 
принимает  лишь  неотрицательные  значения  и  обращается  в  нуль  лишь 
одновременно  с  х3.  Первая  и  вторая  полные  производные  от  функции 
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Ч1*  (х3(і),  У,  Р(Т) )  по  і  равны: 

сІЧ*  /дх3х3~(Ѵ+кР(Т)зіпх3)х3\  (3.10) 

<12ХѴ  І(Іі2=*кР  (Т)соз(х3)  х3*2+  (7+/с/г(7")8іп  х3)х3\  (3.11) 

Производная  х  может  быть  выражена  из  уравнения  (3.2)  в  виде 

х3'=(  Ѵ+кР(Т)$ іп  Хз+0.5 х32рк  зіп  2х3)І{\—рк  зіп2  х3) .  (3.12) 

Используя  соотношения  (3.8)  —  (3.12) ,  докажем  утверждение  леммы. 
Положим,  для  определенности,  У>0,  А^>0,  х3(і0)<0.  В  силу  непрерыв¬ 
ности  х3  (і)  на  некотором  конечном  промежутке  времени  [V,  і')  имеет 
место  неравенство 

х3(і)<0  (3.13) 

Кроме  того,  как  было  отмечено  выше,  \[72(і,  7^)  |  =  |/7(7Л)  |  =  |д2(^)  і~^0  при 
Т-^оо  следовательно,  начиная  с  некоторого  достаточно  большого  Г,  вы¬ 
полнено  неравенство 

\кР(Т)\<\Ѵ\.  (3.14) 

В  силу  соотношений  (3.13),  (3.14)  производная  (3.10)  отрицательна 

при  I')-  Монотонно  убывая,  функция  Ч'ДязСО,  К,  Р(Т))  достигает 

нулевого  значения  за  конечное  время,  так  как  при  малых  х'  и  достаточно 
больших  Г,  из  (3.9),  (3.11),  (3.12)  следует  ограниченность  снизу  абсо¬ 
лютных  величин  |*з"1,  \Л2уі?/сЧ2\,  и  совпадение  знаков  х3”  и  У.  Одновре¬ 
менно  с  V  (;г3(г),  V,  Р(Т))  обращается  в  нуль  х3  (і).  Подобным  же  обра¬ 
зом  доказывается  возрастание  х3  (і)  за  конечное  время  от  нуля  до  конеч¬ 
ного  положительного  значения.  При  дальнейшем  увеличении  і  скорость 
х3'(і),  согласно  (3.8),  (3.9),  растет  неограниченно.  Очевидно,  одновремен¬ 
но  неограниченно  возрастает  и  значение  координаты  х3(і). 

Аналогично  утверждение  леммы  доказывается  при  иных  комбинациях 
знаков  параметров  изохроны  и  начальных  условий. 

Используя  результаты  предварительного  рассмотрения,  докажем 
утверждение. 

Утверждение  3.1.  Для  произвольных  действительных  постоянных 
хок,  хТк,  Хм,  Хтк,  к= 1,  2,  3,  кроме  случаев  выполнения  условий  (3.6)  при 
к= 2,  существует  постоянная  0<Т0<°°,  такая,  что  для  всех  Т^Т 0  задача 
У  имеет  решение. 

Доказательство.  Координаты  произвольной  точки  изохроны  свя¬ 
заны  соотношением  (3.8).  Каждому  значению  параметра  Уе[— а;  а]  отве^ 
чает  некоторое  значение  абсциссы  х3(Ѵ,  А I,  Т)  точки  изохроны  и  соответ¬ 
ствующее  значение  функции  хУ(;г3(У,  Аі,  Т ),  7,  /7(Г))=г7(7,  Аі,  Т) 
(см.  доказательство  леммы).  Используя  ограничения  на  величины  пара¬ 
метров  7  и  Р{Т),  а  также  учитывая,  что  х3(і0)  изменяется  в  пределах 
(—я;  я],  из  (3.8)  выводим  оценку  модуля  приращения  функции  ХѴ  = 
=ч7(7,  Д^,  Г),  происходящего  при  переходе  от  одной  точки  изохроны  к 
другой: 

<2(а(2я+|я'—  х"\)Л-2к).  (3.15) 

Здесь  х\  х'  —  абсциссы  точек  изохроны,  отвечающих  значениям  7=7  , 
7=7",  а  Ч**',  Т"  —  соответствующие  значения  функции  х7  =  г7  (7,  Д*,  Т). 

В  качестве  постоянной  Т0  может  быть  выбрано  произвольное  время 
процесса  управления  Т>Т 42  (см.  п.  2)  и  такое,  при  котором  рассматри¬ 
ваемая  пара  изохрон  удовлетворяет  условиям: 

х(а,  Аі,  Т)х(-а,  М,  Г)<0,  Ѵ  (±а,  Аі,  Т)  >4(2яа+&),  \Р(Т)  |  <а/к. 

(3.16) 

Существование  такого  времени  процесса  управления  Г,  при  котором  нера¬ 
венства  (3.16)  удовлетворены,  следует  из  соотношений  |  д2  (^)  I — 

|  М(Т)  (  — ѵ  оо^  рассмотренных  выше,  и  утверждения  леммы. 
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Два  первых  неравенства  (3.16),  оценка  (3.15)  и  непрерывность  коор¬ 
динат  точки  изохроны  по  параметру  V  устанавливают  факт  пересечения 
изохрон.  Третье  условие  (3.16)  совместно  с  неравенством  Г0>Г4 2  позво¬ 
ляет  утверждать,  что  условия  (3.16)  будут  выполняться  для  всякого 
Г>Г0.  Последнее  вытекает  из  монотонного  убывания  функции  д'(Т) 
(утверждение  2.1)  и  монотонного  возрастания  функции  4^(7,  Д^(Г),  Т) 
по  Т  для  Ѵх3(Ѵ,  Д і,  Г)> 0,  \Ѵ\—а,  Г>Г42  (см.  доказательство  леммы). 
Утверждение  3.1  доказано. 

Замечание.  При  выполнении  условий  (3.6)  для  /с— 2  утверждение 
3.1,  вообще  говоря,  неверно.  Однако  оно  останется  в  силе,  если  изменить 
вид  компоненты  II 3  класса  управлений  (3.5)  на 

п()  =  {ѵ'  0<т<772> 

Дт;  I  V,  Т/2<х<Т,  |  V  |<сс. 

Несложно  убедиться,  что  доказательство  утверждения  3.1  при  этом  не  из¬ 
менится. 

Утверждение  3.1  справедливо  в  классе  управлений  (3.5),  если  условия 
(3.6)  выполнены  одновременно  для  к=2  и  к==  3.  При  этом  единственной 
изохроне,  начиная  с  некоторого  достаточно  большого  времени  Г,  принад¬ 
лежит  точка  (хтз,  Хтз')- 

Докажем  последнее  утверждение.  Согласно  (3.8)  и  доказательству 
леммы,  при  произвольном  фиксированном  Ѵ^[— а;  а],  Ул;з(^о)<0,  и  до¬ 
статочно  большом  значении  Т  изображающая  точка  уравнения  (3.2)  с 
управлением  (3.5)  за  конечное  время  і(Ѵ,  Т)  переместится  из  начальной 
точки  (#оз,  #оз  )  в  точку,  совпадающую  с  конечной  точкой  (#03,  — #оз’)  = 
=  (#тз,  Хтъ).  Как  следует  из  (3.8),  время  перехода  может  быть  вычислено 
как  интеграл 

*3° 

І(Ѵ,  Т)  =2  8І§п  я,.*  1  У  (1  -рк  йіп  1)/ V  (1,  Ѵ,Р(Т) )  Й1,  (3.17) 

«03 

где  #з°  —  абсцисса  первой,  следующей  за  (#0з,  #оз’)  точки  траектории,  в  ко¬ 
торой  ордината  обращается  в  нуль,  х3°  —  это  корень  уравнения 

ЧПЪ,Ѵ,Г(Т))=  0  (3.18) 

Интеграл  (3.17)  имеет  особенность  в  точке  |=#3<\  устранимую,  если 
дЧ? ІдѢ,{х3°)Ф0  и  неустранимую  в  противном  случае. 

Для  произвольного  фиксированного  Ѵ^[—  а;  а]  и  достаточно  большого 
Г,  1(Ѵ,  Г)<Г.  Действительно,  разлагая  подынтегральную  функцию  из 
(3.17)  в  ряд  Тейлора  в  окрестности  особой  точки,  можно  доказать,  что 
функция  і(Ѵ,  Т)  ограничена  сверху  при 

Исследуя  уравнение  (3.18)  графически,  несложно  заметить,  что  при 
достаточно  большом  значении  Г,  непрерывно  изменяя  V  в  промежутке 
(0;  —  \Р(Т)  |  8щп  #зо’) ,  можно  многократно  непрерывно  заполнить  проме¬ 
жуток  (—я;  л]  корнями  уравнения  (3.18).  При  этом  х3т= 
— — агсзіп  (К/с-1^-1),  являющееся  корнем  уравнения  дуУ/дІ)=0,  непре¬ 
рывно  изменяется  внутри  промежутка  (—я;  я].  Следовательно,  существу¬ 
ет  У'е(0;  — |^(Г)  |зі^п  #зо’),  при  котором  х3°=х3т.  Для  значений  К,  стре¬ 
мящихся  к  Ѵ\  в  силу  непрерывности  функции  і(Ѵ ,  Т)  по  V,  существует 
У*^[—  а;  а],  такое,  что  і(Ѵ*,Т)=Т.  Доказательство  завершено. 

Используя  утверждение  2.1  и  3.1,  а  также  построенный  в  п.  2  алгоритм 
решения  задачи  Л,  предложим  следующий  алгоритм  решения  задачи  У. 

Шаг  1  —  Шаг  5.  Выполняем  соответственно  шаги  1—5  алгоритма,  опи¬ 
санного  в  п.  2,  для  к= 1,  2.  Получаем  значение  времени  Т  процесса  управ¬ 
ления  и  соответствующие  ему  значения  параметров  т4,  т2,  #2  законов 

управления  вида  (2.6)  для  задач  Аі  и  А2. 
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Если  условие  (3.6)  выполнено  для  к= 2  и  нарушается  для  Аг=3,  то 
полагаем  т2=Г/2. 

Шаг  6.  Если  для  нового  значения  времени  процесса  управления  Т 
параметр  д2  изменил  знак,  либо  если  Т  является  начальным  значением 
времени  процесса  управления,  выполняем  шаг  7.  В  противном  случае  пе¬ 
реходим  к  шагу  8. 

Шаг  7.  По  известным  Г,  т2,  д2,  для  значений  V  и  Ѵ\  равных  пооче¬ 
редно  —а,  0,  а,  интегрируем  уравнение  (3.2):  из  начальной  точки  (2.2) 
при  к= 3  на  участке  т^[0,  т2]  в  прямом  времени,  а  из  конечной  точки 
(2.3)  при  к= 3  на  участке  т^[Г;  т2]  в  обратном  времени.  Из  девяти  воз¬ 
можных  пар  рассматриваемых  значений  параметров  V ,  V  в  качестве  на- 
нального  приближения  выбираем  ту  пару,  для  котороіі  величина 

0=(х3— х3'У+{х3  —  х3')2  (3.19) 

минимальна.  В  (3.19)  (х3і  х3),  (х3\ х3')  —  это  фазовые  координаты  поло¬ 
жения  изображающей  точки  уравнения  (3.2)  в  момент  времени  т=т2  соот¬ 
ветственно  на  фазовой  траектории,  исходящей  из  начальной  точки  (2.2) 
при  к=3  в  прямом  времени,  и  на  фазовой  траектории,  исходящей  из  ко¬ 
нечной  точки  (2.3)  при  к= 3  в  обратном  времени. 

Шаг  8.  Выполняем  процедуру  минимизации  функции 

В(Т,  V,  Ѵ')=к1(х3—х3')2+к2(х3'—х3'')2+к3Т,  к{> 0,  /=1,2,3  (3.20) 

по  переменным  Г,  В,  V '  с  ограничениями:  Г^ѲіПѲг,  |С/3|<а,  и  дополни¬ 
тельными  условиями 


|  \х3—х3\<г  (3.21) 

При  изменении  переменной  Т  управление  передается  на  шаг  3.  Чис¬ 
ловые  коэффициенты  Аг±,  к2,  к3  в  (3.20),  а  также  точность,  задаваемую 
в  критерии  остановки  минимизационной  процедуры,  выбираем  в  зависи¬ 
мости  от  требуемой  точности  решения.  Если  при  остановке  процедуры 
минимизации  дополнительные  условия  (3.21)  не  выполнены,  то  полагаем 
Т=Т+к,  где  к  —  заданная  конечная  положительная  постоянная,  и  пере¬ 
ходим  к  шагу  3. 

В  результате  выполнения  описанного  алгоритма  получаем  значения 
параметров  д2,  В,  В',  ті7  т2,  Г,  которые  в  соответствии  с  формулами 
(3.5)  определяют  решение  задачи  У. 

Замечание.  Алгоритм  построен  таким  образом,  что  он  практически 
дает  минимальное  значение  времени  Т  в  классе  управлений  (3.5),  хотя, 
конечно,  не  гарантирует  получения  управления,  строго  оптимального  по 
быстродействию. 

4.  Результаты  численного  решения  задачи.  Разработанный  в  п.  3  алго¬ 
ритм  решения  задачи  управления  движением  портального  робота  был 
реализован  па  ЭВМ  ЕС  1060.  Численные  расчеты  подтвердили  эффектив¬ 
ность  алгоритма.  Начальное  и  конечное  фазовые  состояния  для  рассмат¬ 
риваемой  механической  системы  в  N-ш  варианте  задачи  У  задавались 
данными  ІѴ-й  строки  табл.  1  (ІѴ=1,  2, .  .  .  ,  8).  Во  всех  вариантах  линей¬ 
ные  и  массовые  характеристики  робота,  а  также  величины  ограничений 
на  управления  принимались  равными:  М=400  кг,  лг2=200  кг,  7тг3=100  кг, 
/=49.6  кг*м2,  /=0.68  м,  (?0==500  Н,  /^о=400  Н,  С/0=27.8Н-м.  Вычисления 
проводились  при  к\=к2— 1 ,  /с3=0.01,  /г=1  с,  е=10-4.  Для  минимизации 
функции  невязки  (3.21)  использовалась  процедура,  основанная  на  моди¬ 
фицированном  методе  Хука  —  Дживса  [15] .  Решение  задачи  У  в  ІѴ-м  ва¬ 
рианте  определяется  формулами  (3.5)  и  данными  ІѴ-й  строки  табл.  2. 
Численные  значения  величин,  приведенных  в  табл.  1,  2,  даны  в  систе¬ 
ме  СИ. 
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Таблица  1 


№ 

Яо 

ХТ 

Ху 

,0 

Уо 

УТ 

УТ 

Фо 

Фо 

фу 

фу 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

л 

0 

2 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

л/2 

0 

3 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

л/3 

0 

4 
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Таблица  2 


№ 

<?і 

Ті 

0.2 

V 

V' 

т 

тя 

1 

29.20 

2.335 

60.50 

2.335 

27.80 

-27.8 

4.670 

1.625 

2 

63.60 

1.587 

164.5 

1.587 

27.80 

-2.68 

3.174 

1.822 

3 

100.8 

1.260 

288.0 

1.260 

27.80 

2.330 

2.520 

1.913 

4 

137.2 

1.080 

407.5 

1.080 

27.80 

3.470 

2.160 

1.950 

5 

-57.2 

3.855 

-201. 

1.210 

27.80 

-15.9 

4.891 

1.154 

6 

-57.2 

3.855 

-201. 

3.681 

15.92 

27.80 

4.891 

1.154 

7 

-160. 

2.000 

-500. 

2.000 

-27.8 

[  -27.8 

2.000 

2.000 

8 

153.6 

2.344 

-500. 

2.355 

23.66 

|  -22.2 

5.713 

5.713 

Приведем  анализ  полученных  результатов.  Варианты  1—4  задачи  У 
иллюстрируют  перевод  рассматриваемой  системы  из  заданного  начального 
состояния  покоя  в  заданное  конечное  состояние  покоя.  Для  этих  вариан¬ 
тов  имеет  место  соотношение  Ті=т2=7У2,  что  является  следствием  симмет¬ 
ричности  фазовых  траекторий  уравнений  ((2.1),  к=  1,2).  С  уменьшением 
величины  задаваемого  углового  перемещения  время  процесса  управления 
Т  приближается  к  нижней  оценке  времени  быстродействия  Тч.  При  этом 
относительная  разность  {Т—ТЧ)ІТЧ  монотонно  уменьшается  от  187%  в  ва¬ 
рианте  1  до  11%  в  варианте  4  и,  очевидно,  обратится  в  нуль  начиная 
с  некоторого  конечного  углового  перемещения  #тз— х03.  Варианты  5,  6 
иллюстрируют  случаи  разгона  и  торможения.  Анализ  фазовых  траекторий 
задач  Аі  и  А2  показывает,  что  вследствие  взаимной  симметричности  крае¬ 
вых  условий  (см.  табл.  1)  в  приведенных  вариантах  должны  выполнять¬ 
ся  соотношения  Г5=Г6=Г,  Ѵ5=—  У'6,  У'5=— У6,  д15=ді6,  д25=д26,  Ті5=Г— тД 
%2Ь=Т— т26,  что  подтверждается  результатами  численных  расчетов 
(табл.  2) .  В  рассматриваемых  вариантах  присутствуют  участки  реверсного 
движения  по  и  х2 ,  что  механически  соответствует  необходимости  соз¬ 
дания  дополнительного  участка  разгона,  так  как  первоначально  задавае¬ 
мый  участок  разгона  в  силу  ограничений  (2.4)  при  к= 1,  2  набор  заданной 
скорости  обеспечить  не  может.  Варианты  7,  8  демонстрируют  работоспо¬ 
собность  алгоритма  для  краевых  условий  с  ненулевыми  скоростями  в  на¬ 
чале  и  в  конце  процесса  управления.  В  варианте  7  вследствие  симметрии 
краевых  условий  в  плоскостях  (хи  я/),  (х2,  х2),  т4=т  2=Г.  В  варианте  8 
по  тем  же  причинам,  что  и  в  5,  6,  присутствуют  реверсные  движения  по 
хи  х2.  Управления,  полученные  в  вариантах  7,  8,  являются  оптимальными 
по  быстродействию,  что  следует  из  равенства  Т=Т\  (табл.  2).  Это  под¬ 
тверждает  возможность  решения  задач  быстродействия  рассматриваемой 
нелинейной  механической  системы  при  помощи  описанного  в  п.  3  алго¬ 
ритма. 
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Разработаны  алгоритмы  синтеза  программных  движений  (ПД)  многозвенных 
манипуляторов,  отслеживающих  произвольный  контур,  образованный  пересечением 
подвижных  гиперповерхностей  в  трехмерном  пространстве.  В  основу  алгоритмов 
положены  решения  обратных  кинематических  задач  о  скоростях  или  положении  и 
соотношения,  обобщающие  формулы  Френс  —  Серре  для  случая  нестационарной  па¬ 
раметризации  контура.  В  случае  кинематической  избыточности  механизма  синте¬ 
зируется  оптимальное  ПД  из  условия  минимума  мгновенного  значения  кинетиче¬ 
ской  энергии. 

Введение.  При  разработке  программного  обеспечения  робототехниче¬ 
ских  сварочных  комплексов  возникает  задача  отслеживания  сложных 
пространственных  контуров,  образуемых  пересечением  свариваемых  по¬ 
верхностей.  При  этом  необходимо  поддерживать  заданную  скорость  пере¬ 
мещения  рабочего  органа  (РО)  манипулятора  электрода  и  его  ориентацию 
в  подвижном  триэдре,  связанном  с  контуром.  Пространственное  движение 
контура  считается  заданным  и  осуществляется  2 — 3-степенным  манипу¬ 
лятором  изделия. 

Задача  отслеживания  неподвижного  в  пространстве  контура,  который 
определяется  набором  точек  в  декартовом  пространстве,  рассматривается 
в  [1,2].  Используется  линейная  или  круговая  интерполяция  декартовой 
траектории,  что  требует  задания  значительного  числа  опорных  точек  и 
решения  обратной  кинематической  задачи  (ОКЗ)  о  положении  в  режиме 
реального  времени.  В  [3]  строится  программное  движение  (ПД)  робота  на 
основе  ОКЗ  о  положении  для  случая  стационарного  контура,  причем 
связь  длины  дуги  с  временем  устанавливается  при  помощи  квадратур, 
которые  существуют  только  в  ряде  случаев.  В  [4]  построены  оптимальные 
и  квазиоптимальные  по  быстродействию  режимы  управления  транспорт¬ 
ными  перемещениями  манипуляторов.  Синтез  ПД  на  основе  ОКЗ  о  поло¬ 
жении  и  кубической  сплайн-интерполяцирі  с  граничными  условиями  на 
первые  и  вторые  производные  в  начале  и  конце  траектории  производится 
в  [5]. 

В  работе  исследуется  задача  отслеживания  контура,  определяемого 
пересечением  подвижных  поверхностей  общего  вида,  с  регулируемой  ско¬ 
ростью  перемещения  электрода  и  его  ориентацией  относительно  контура. 
Рассматриваемая  задача  не  является  традиционной  задачей  кинематики 
роботов,  так  как  перемещение  и  ориентация  РО  не  известна,  а  опреде¬ 
ляется  только  в  результате  построения  ПД  в  пространстве  обобщенных 
координат.  Для  ее  решения  получены  новые  выражения,  обобщающие 
формулы  Френе  —  Серре  для  случая  нестационарной  параметризации  кон- 
тУРа-  Для  описания  кинематики  манипуляционных  роботов  используется 
агрегативный  подход  [6,  7],  который  позволяет  эффективно  формировать 
модели  механики  многозвенных  технических  систем.  Параметризация  ПД 
при  помощи  кубических  сплайнов  [8]  значительно  сокращает  число  опор¬ 
ных  точек  траектории  и  позволяет  воспроизводить  контур  при  управлении 
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роботом  в  режиме  реального  времени.  Приводятся  результаты  численного 
моделирования. 

1.  Постановка  задачи  и  основные  кинематические  соотношения.  Рас¬ 
сматривается  робототехнический  сварочный  комплекс  (рис.  1),  состоящий 
из  манипулятора  электрода  и  манипулятора  изделия  —  поворотного  стола, 
обеспечивающего  заданное  пространственное  перемещение  свариваемых 
поверхностей.  Манипулятор  электрода  выполнен  в  виде  открытой  кинема¬ 
тической  цепи  Р0, . .  .  ,  Р„,  отдельные  звенья  которой  соединены  между 
собой  вращательными  или  поступательными  кинематическими  парами  пя¬ 
того  класса. 

Требуется  синтезировать  ПД  манипулятора  электрода,  обеспечиваю¬ 
щее  заданную  скорость  сварки  и  ориентацию  электрода  в  подвижном 
трехграннике,  связанном  с  контуром,  при  известном  перемещении  свари¬ 
ваемых  поверхностей. 

Для  описания  системы  с  каждым  звеном  кинематической  цепи  связы¬ 
вается  система  координат  Еі=(0{ ,  [ег]),  где  О*  — начало  системы  коорди¬ 
нат,  [ег]  =  (еД  е2\  е3г)  —  ортонормированный  базис,  причем  одна  из  осей 
базиса  совпадает  с  осью  кинематической  пары,  а  точка  Оі  с  ее  центром 
(г=1,  п).  С  РО  робота  связана  система  координат  Еп+І,  причем  точка  Оп+і 
совпадает  с  характерной  точкой  РО,  а  второй  орт  направлен  вдоль  сим¬ 
метрии  РО.  Номер  оси  системы  координат,  совпадающий  с  осью  кинемати- 
ческой  пары,  определяется  целочисленным  параметром  и*е1,  6,  причем 
для  поступательной  пары  выполнено  1,  3,  а  для  вращательной  4,  6. 
Относительное  положение  двух  соседних  систем  координат  Еі- 4  и  Еі  за¬ 
дается  шестеркой  чисел  [6,  7] 


8  = 


оГ1,г\ 


“=і  пр“  е*=(ѳ.'л‘,ѳ‘ь  (і.і) 

и  —  і  —  1  при  пі  ЕЕ  4,6 


Где  §*=()/  м‘—  вектор  (1X3)  линейного  сдвига  точки  Оі  относительно 

Оі-і,  который  для  поступательной  пары  определен  в  Еі(и—і),  а  для  вра¬ 
щательной  в  Еі-і(и=і- 1);  углы  Ѳ/  задают  матрицу  ориентации  ортов  ба- 
зиса  [ег]  относительно  [еі_1]  (/=4,6).  Из  шести  величин  Ѳ/  (/=4,6) 
одна  с  номером  щ  является  обобщенной  координатой  і- й  кинематической 
пары,  а  остальные  —  постоянные  линейные  или  угловые  конструктивные 
параметры  звена  і- 

Определяя  очередность  выполнения  сдвигов  и  поворотов  при  переходе 
из  Еі- і  в  Еі  согласно  [10],  дифференцированием  (1.1)  находится  простое 

представление  вектора  квазискоростей  V*  ДВУХ  соседних  звеньев  цепи 


(1.2) 


143 


где  У^й=||ѵ^т,  (о  йт||т  —  вектор  (6X1)  квазискоростей  звена  Рк  относитель¬ 
но  Е$  в  осях  Ек,  V  —  единичный  вектор  (6X1)  с  единицей  на  месте  с  номе- 
ром  Пі ,  д*  —  обобщенная  координата  і- й  кинематической  пары  ( і=1,п ). 

Вектор  квазискоростей  произвольного  звена  цепи  относительно  задан¬ 
ной  системы  координат  Е5  определяется  рекуррентным  соотношением 
{в,  7] 


\^=ьГт  ѵІ- 


■+у 


к-1,к 


(1.3) 


Здесь  Ьк  —  блочная  матрица  (6X6)  преобразования  координат  сколь¬ 
зящего  вектора  при  переходе  из  Е{  в  Ек . 

Пошаговыми  вычислениями  (1.3)  с  учетом  (1.2)  находятся  уравнения 
кинематики  многозвенной  цепи  в  явной  форме 


к 


і—3  +  і 


ѴГ=  Ц  (ЬкітѴдГ+ФГ  ЬкітѴЯ  '). 

і=І+ 1 


(1.4) 


Здесь  Фкік  —  блочная  матрица  (6X6),  порожденная  вектором  \кк ,  вто¬ 
рое  равенство  (1.4)  получается  дифференцированием  первого,  звездочка 
означает  локальную  производную. 

Вводится  в  рассмотрение  шестимерный  вектор  1* ,  который  равен  еди¬ 
ничному  орту  Р,  приведенному  к  осям  связанной  со  звеном  Рк  системы 
координат  Ек 

\к=ЬктР  при  «к;  Ік=0  при  і>к.  (1.5) 

С  учетом  (1.5)  кинематические  соотношения  (1.4)  преобразуются 
к  виду 

к 

ѵ^ЕкѴ  *>/. 

і=3+  1 

к  к 

Ум* =Ц  Лі  (і.б> 

г=і+1  5  =  г'  +  1 

где  символом  <Р>  обозначена  [10]  матрица  (6X6),  блоками  которой  яв¬ 
ляются  кососимметричные  матрицы  (3X3),  порожденные  первыми  и  вто¬ 
рыми  тремя  компонентами  шестимерного  вектора  I5.  Отметим,  что  вектор 
1*  равен  (1.6)  частной  производной  вектора  ЛѴЙ(Ѵ  )  по  обобщенной 
скорости  д{  (ускорению  дГ)  і- й  кинематической  пары 


дУкік  _дѴІк* 
дді  ддГ 


к>]. 


Вычисление  векторов  1Д  определяющих  кинематические  соотношения 
(1.6)  многозвенной  цепи,  производится  прямой  прогонкой  от  основания 
к  РО 

1к=Ьк  іТ  1к~и  к=2,п,  і=1,  /с— 1,  (1.7) 

учитывая  начальные  условия  1/=Р. 

Соотношения  (1.3)  — (1.7)  определяют  вектор  квазискоростей  РО  ма¬ 
нипулятора  и  его  локальную  производную  через  обобщенные  координаты,, 
скорости  и  ускорения  механизма  д,  д’,  д’\ 
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Рис.  2 


2.  Определение  движения  контура.  Предполагается,  что  отслеживае¬ 
мый  РО  контур  определяется  пересечением  подвижных  гиперповерхно¬ 
стей  общего  вида 

/<(г,*)=  О  <=1ГЗ.  (2.1) 


Здесь  явный  вид  функций  /*  (і=1,  2)  определяется  кинематикой  и  дви¬ 
жением  поворотного  стола,  формой  свариваемых  поверхностей,  а  третье 
условие  (2.1)  определяет  текущую  точку  контура. 

Для  синтеза  ПД  необходимо  определить  движение  подвижного  триэдра 
[9]  пространственной  кривой  (2.1).  Вначале  вычисляется  единичный 
вектор  т  касательной  к  контуру  (рис.  2) 

т==Ѵ!1ХѴі2/|  ѴііХ  Ѵі2|,  (2.2) 

где  ѴІг  — градиент  функций  (2.1)  (г=1,2).  В  случае  обращения  в  нуль 
векторного  произведения  (2.2),  что  соответствует  касанию  гиперповерх¬ 
ностей  (2.1),  необходимо  изменить  одну  из  функций,  определяющих 
контур. 

Составляющие  вектора  т  являются  производными  радиус-вектора  кри¬ 
вой  (2.1)  по  длине  дуги 

т(г($),2)=г/(М)- 

Орты  п,  Ь  пространственной  кривой  (2.1)  определяются  дифференци¬ 
рованием  вектора  т  [9] 

н=рт/,  р_1=|т/|,  Ь=тХн.  (2.3) 

Для  производных  ортов  т,  п,  Ь  справедливы  следующие  соотношения: 


/// 

дх 

дп 

дЪ 

=  0, 

Т  '  Т  555 

— т8'2, 

х  —  =  п 

—  =  Ь 

ді 

ді 

ді 

дт 

дп 

дт 

дЬ 

дп 

дЪ 

—  и  = 

- т, 

—  Ь  = 

= - т. 

—  Ъ= 

:  - 

—  П, 

ді 

ді 

ді 

ді 

ді 

ді 

которые  доказываются  последовательным  дифференцированием  по  вре¬ 
мени  равенств  т2=п2=Ь2=1  и  тп=тЪ=пЬ=0. 

Учитывая  (2.4),  дифференцированием  выражений  (2.2),  (2.3)  нахо¬ 
дятся  соотношения,  обобщающие  формулы  Френе  —  Серре  для  случая  не¬ 
стационарной  параметризации  контура 


Ат  дт 


дп  дп 

—  =— (т/р+Ь/Г)5  +  — , 
аі  ді 


аъ 

СІІ 


-  П §/Т  + 


дЪ 

~ді' 


г-*= рЧг/г.л;..]. 


(2.5) 
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Подстановкой  выражений  (2.5)  в  кинематическое  уравнение  Пуассона 

[11] 

<сор0>р=СР0Т<Ѵ, 

где  С,р°=||т,  п,  Ъ||  —  матрица  (3X3)  направляющих  косинусов  ортов,  сим¬ 
волом  <с Ор0р>  обозначается  кососимметрическая  матрица,  порожденная 
вектором  С0р0р,  находятся  выражения  для  угловой  скорости  триэдра 

/  <Эп  дх  дх\ 

С0рор=  (  §/Т+ Ь  — ,  -Ь  — ,  */р+п  — ) .  (2.6) 

Ѵ  ді  ді  '  дѵ 

Для  определения  линейной  скорости  перемещения  вершины  три¬ 
эдра  дифференцируются  равенства  (2.1) 

ѴІіѴр00  +  2— =  0.  (2.7) 

ді 


Подстановкой  в  (2.7)  выражения 

3 

ѴГ=1  V  і]гх] 

1 

находится  система  линейных  уравнений 

(VI,  VI,)  а,-— А  (2.8) 

ді 

из  которой  определяются  коэффициенты  разложения  вектора  ѵР00  по  ба¬ 
зису  Ѵіі  (і=1,  3).  Для  упрощения  дальнейшего  изложения  предполагает¬ 
ся,  что  вектор  Ѵіз  ортогонален  векторам  Ѵі*  (і=  1,  2).  Выполнение  дан¬ 
ного  условия  достигается  соответствующим  выбором  функции  /3  (2.1), 
определяющей  текущую  точку  контура.  В  результате  решения  системы 
(2.8)  находятся  составляющие  вектора  Ѵр00  в  базисе  Ѵі*  (г==  1,  3): 

аі=[_5А(ѵг2ѵі2)+%ѴііѴу1д-І 
1  ді  л 

1  дІ  91  (2.9) 

аз  =  -А/|ѵі3|2,  Д=|ѴІ1ХѴІ2|2. 
ді  1 

Выражение  для  вектора  ѵР00  в  подвижном  триэдре  имеет  вид 

Ѵр00=ат *т+ап -п+аь Ъ,  ах  =  ~~~/  I  ѵ *з  К  ап=а1(Ѵі1п)+а2(ѴІ2п), 

ос&=а1(ѴІ1Ь)+а2(Ѵі2Ь).  (2.10) 

Соотношения  (2.6),  (2.9)  — (2.10)  определяют  движение  триэдра  для 
общего  случая  (2.1)  нестационарной  параметризации  контура. 

Формулы  (2.6),  (2.9)— (2.10)  упрощаются,  если  задано  движение  си¬ 
стемы  кординат  Еі=(Оі ,  [е*]),  связанной  с  последним  звеном  поворотного 
стола.  Вектор  квазискоростей  У системы  Ег  можно  определять  по  фор¬ 
мулам  (1.6)  аналогично  вектору  квазискоростей  РО  манипулятора. 

В  Еі  первые  два  условия,  определяющие  контур,  становятся  стацио¬ 
нарными 

Гі(  Гр"  но,  г=1,2,  (2.11) 
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а  частная  производная  по  времени  функции  /3(гр",  і) 
ством 


д/з  (гр“,  і) 
ді 


ѴІ3Т°8. 


определяется  равен- 


(2.12) 


Здесь  г Рі1  —  радиус-вектор  точки  контура  в  базисе  [е*],  т°  —  первый  орт 
триэдра  в  Е 0.  Подстановкой  в  (2.11)  выражения  для  вектора  гри  через 
радиус-вектор  точки  контура  гр00  в  абсолютной  системе  координат 

Гр“=С*0Т(гр00— О,00)  (2.13) 

находятся  соотношения  (2.1).  Дифференцированием  но  времени  (2.1), 
(2.11)  с  учетом  (2.12)  определяются  частные  производные 

—  =  —  [  С  г  (Гр00  -О,00 )  -С(0Т6,00  ] , 
ді  дѵ 

или,  используя  (2.13), 

—  =  -  — С(0Т[«>Ѵ0+ѵ,00],  і— 1,2.  (2.14) 

ді  дг 

Для  третьего  условия,  учитывая  (2.12),  в  квадратных  скобках  (2.14) 
добавляется  слагаемое  т V.  Подстановкой  (2.14)  в  выражения  (2.7)  — 
(2.10)  находится  линейная  скорость  ѵр0р  подвижного  триэдра 

ѵР0р=СР<т(<со,0><гР“+ѵі0/)+тѴ.  (2.15) 

Для  нахождения  угловой  скорости  сор0р  в  (2.6)  подставляются  выра¬ 
жения  для  частных  производных  ортов  по  времени,  которые  определяются 
вращением  базиса  [е*] 


=  <сор°>Рт,...,  —  =<0)р°>рЬ. 

ді  ді 

В  результате  находится  выражение  для 

со Р°*=Ср*тй>г°*+8(Т-1,  0,  р-1).  (2.16) 

Соотношения  (2.15),  (2.16)  представляют  формулы  сложения  относи¬ 
тельной  и  переносной  скоростей  при  движении  триэдра. 

3.  Синтез  ПД  на  основе  ОКЗ  для  скоростей.  Для  построения  ПД  в  про¬ 
странстве  обобщенных  координат  робота  предполагается,  что  ориентация 
РО  в  осях  триэдра  сохраняется  постоянной  и  приравниваются  выражения 
для  векторов  квазискоростей  РО  (1.6)  и  триэдра  (2.15),  (2.16) 

\Р0р=Т\[  (3.1) 

Здесь  Т=ЬР  +  1  Г  (штрих  в  дальнейшем  изложении  опускается),  эле¬ 
менты  матрицы  Г  размерности  (6Х^г)  равны  ^=/п+і,Г-  постоянная  матрица 
Ьр+1  определяет  переход  из  Еп+І  в  систему  координат  триэдра. 

Из  (3.1)  находится  выражение  для  вектора  ц* 

д-=Г+ур°Н-  (Я-Г+Г)  у,  (3.2) 

где  ГІ'=ГТ(ГГТ)~1  —  псевдообратная  матрица  [12]  для  матрицы  Г,  ѵ  — 
произвольный  вектор  (дХІ). 

Отметим,  что  при  п< 6,  когда  число  условий,  определяющих  движение, 
больше  числа  обобщенных  координат  манипулятора,  на  скоростях  (3.2) 
достигается  точная  нижняя  грань  квадрата  нормы  невязки  системы  ли¬ 
нейных  уравнений  (3.1). 
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В  случае  гі> 6  обобщенная  скорость  определена  с  точностью  до  произ¬ 
вольного  вектора  (Е— Г+Г)ѵ,  который  удовлетворяет  однородной  системе 
линейных  уравнений  (3.1). 

Кинематическую  избыточность  системы  при  гі> 6  можно  использовать 
для  наложения  дополнительных  условий,  например,  требования  миниму¬ 
ма  мгновенного  значения  кинетической  энергии  манипулятора 

Т={/2цтА^-*тт,  (3.3) 


где  элементы  матрицы  А  определяются  формулами  [7  ] 


п  +  1 


Ь  =  тах(  *',;?') 


(3.4) 


Здесь  Ѳкк  —  матрица  (6X6)  инерции  Мизеса  [6,  13] 


Етк 

<г  ск>кТтк 

<г  скУктк 

(3.5) 


где  тк  —  масса,  гк  —  радиус-вектор  центра  масс,  Ѳкк  —  матрица  (3X3) 
тензора  инерции  звена  Рк  в  системе  координат  Ек  (к= 1,  п) . 

Соотношения  (3.4)  приводятся  к  более  экономным  выражениям  чис¬ 
лового  или  символьного  конструирования  элементов  матрицы  [6] 


а^=ііТѲгг*1/+1/тѲ/іі  ( 1— 6*Д ,  (3.6) 

где  бгі  —  символ  Кронекера,  Ѳ/*  —  эффективная  матрица  инерции  (6X6) 
участка  кинематической  цепи  начиная  со  звена  Рг  до  РО  в  системе  коор¬ 
динат  Е{. 

Минимизацией  квадратичной  формы  (3.3)  при  наличии  линейных  ог¬ 
раничений  (3.1)  в  виде  равенств  находится  выражение  для  вектора  обоб¬ 
щенных  скоростей  манипулятора 


Чтіп' ,=Л-ТТ(ГЛ-1ГТ)-1ѴРГ 


(3.7) 


Вместо  выражения  (3.3),  коэффициенты  которого  зависят  от  обобщенных 
координат  системы,  можно  минимизировать  положительно  определенную 
квадратичную  форму  Р: 

п 

^=‘/2X1  ЧіЪРн, 

Ѵ=і 


с  постоянными  коэффициентами  которая  является  оценкой  кинетиче¬ 
ской  энергии  манипулятора.  Отметим,  что  при  Р=рЕ,  где  Е  —  единичная 
матрица  ( пХп ),  выражение  (3.7)  для  цт1п  совпадает  с  (3.2),  в  котором 
полагается  ѵ=0. 

Алгоритм  1  построения  ПД  роботов  на  основе  ОКЗ  для  скоростей  (3.2) 
или  (3.7)  состоит  из  следующих  этапов: 

a)  определяется  начальное  значение  вектора  ^о,  соответствующее  по¬ 
ложению  РО  робота  в  начальной  точке  контура  с  требуемой  ориентацией 
в  триэдре  Ер ; 

b)  выбирается  непрерывно  дифференцируемая  функция  з(і),  которая 
определяет  движение  электрода  по  шву,  учитывающее  технологические 
параметры  сварки; 

c)  задается  матрица  ориентации  электрода  относительно  шва; 

<і)  интегрируется  уравнение  (3.2)  или  (3.7)  и  в  узловых  точках  тра¬ 
ектории  і)  запоминаются  значения  обобщенных  координат  (^=1,  лг, 

7=1, 1 ),  где  I  —  число  узловых  точек  траектории. 

е)  методом  кубической  сплайн-интерполяции  с  граничными  условия¬ 
ми  на  первые  и  вторые  производные  в  начальный  и  конечный  моменты 
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времени 


9рь(^ і)  —  аи1’  Ярі  (^і)  —  ^гг1’  Ярі  (к)  —  ^іі  »  Ярг(^і) — -  ^і2  (3*8) 

вычисляются  значения  ^Рі^'  (і5)  в  узловых  точках  траектории. 

Граничные  условия  (3.8)  обеспечивают  плавное  нарастание  управ¬ 
ляющих  воздействий  в  степенях  подвижности  робота  в  момент  начала  и 
окончания  движения. 

Для  выполнения  условий  (3.8)  на  первом  и  последнем  интервалах  вре¬ 
мени  вводятся  [5]  промежуточные  узловые  точки.  Задача  сплайн-интер¬ 
поляции  сводится  к  решению  методом  прогонки  [8]  трехдиагональной 
системы  линейных  уравнений.  Значение  сплайна  и  его  первой  производ¬ 
ной  в  узловых  точках  траектории  определяют  программное  движение 
<Ь>(0>  Для  которого  выполнены  граничные  условия  (3.8).  Вычисление 
значений  цР(^),  цР  (I),  Чр’*(0  в  произвольный  момент  времени  I  по  из¬ 
вестным  значениям  ф*  в  узловых  точках  производится  но  известным 
формулам  [8]. 

Отметим,  что  выбор  числа  I  узловых  точек  траектории  определяется 
видом  отслеживаемого  контура  и  требуемой  точностью  позиционирования 
РО  робота.  Начальное  значение  ^()  для  вектора  і\  находится  решением 
ОКЗ  о  положении.  Если  решение  ОКЗ  о  положении  в  аналитическом  виде 
получить  затруднительно,  то  строятся  две  вспомогательные  траектории, 
причем  на  первой  РО  перемещается  по  прямой  из  произвольного  поло¬ 
жения  в  начальную  точку  контура,  а  на  второй  конечным  поворотом  уста¬ 
навливается  требуемая  ориентация  РО  в  триэдре  Еѵ.  Последняя  точка 
вспомогательной  траектории  является  искомым  значением  вектора  ц0. 

Следовательно,  рассмотренный  алгоритм  синтеза  ПД  на  основе  ОКЗ  о 
скоростях  позволяет  отслеживать  заданный  подвижный  контур  (2.1)  об¬ 
щего  вида  и  является  универсальным  по  отношению  к  кинематической 
схеме  используемого  манипулятора  электрода.  Параметризация  ПД  при 
помощи  кубических  сплайнов  требует  небольшого  объема  памяти  для  хра¬ 
нения  опорных  точек  траектории  и  позволяет  вычислить  значения  обоб¬ 
щенных  координат  и  их  производные  при  управлении  роботом  в  режиме 
реального  времени. 

4.  Синтез  ПД  на  основе  ОКЗ  о  положении.  Предполагается,  что  ли¬ 
ния  пересечения  гиперповерхностей  (2.1)  имеет  представление 

г=г(5,  і),  (4.1) 

где  за  параметр  принята  длина  дуги  контура  5.  Выражения  (4.1)  извест¬ 
ны  в  виде  аналитических  зависимостей,  например,  для  прямой  или  дуги 
окружности.  Подвижный  триэдр,  связанный  с  контуром,  определяется 
формулами  (2.3). 

Пусть  ориентация  РО  робота  в  триэдре  Еѵ  задана,  а  значение  обоб¬ 
щенных  координат  ц  по  известному  положению  и  ориентации  РО  уста¬ 
навливает  решение  ОКЗ  о  положении 

<1=К-\ Ор°*  Ѳр°),  (4.2) 

где  Ор0р  —  вектор  (1X3)  положения  вершины  триэдра  относительно  Е0  в 
осях  системы  координат  ЕѴі  ѲР°  —  вектор  (1X3),  определяющий  матрицу 
ориентации  ортов  триэдра  в  Е0.  Правая  часть  (4.2)  является  сложной  не¬ 
линейной  и  неоднозначной  функцией  векторов  положения  и  ориентации 
РО,  однако  для  ряда  распространенных  кинематических  схем  манипуля¬ 
торов  выражения  (4.2)  известны  [14].  В  общем  случае  зависимости  (4.2) 
находятся  одним  из  численных  методов  решения  системы  нелинейных 
уравнений,  определяющих  прямую  кинематическую  задачу  о  положении 
манипулятора  электрода 

(4.3) 


гР°=#(д), 
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где  Гр°=||ОрРТ,  Ѳрот||т  —  вектор  (1X6)  положения  и  ориентации  триэдра  ЕѴг 
звездочка  означает  транспонирование,  явный  вид  функций  К  просто  оп¬ 
ределяется  прямой  прогонкой  от  основания  манипулятора  к  РО. 

На  основе  формул  (4.2)  рассматривается  алгоритм  2  синтеза  ПД,  в  ко¬ 
тором  отсутствует  этап  численного  интегрирования  системы  (3.2)  или 
(3.7).  Алгоритм  2  совпадает  с  алгоритмом  1  разд.  3,  но  на  этапе  ^  значе¬ 
ния  обобщенных  переменных  в  узловых  точках  определяются  по  форму¬ 
лам  (4.2).  Алгоритм  2  предъявляет  более  слабые  требования  к  гладкости 
функций  (2.1),  однако  для  его  реализации  необходимы  параметрическое 
представление  контура  (4.1)  и  получение  сложных  аналитических  зави¬ 
симостей  (4.2).  Первому  требованию  можно  удовлетворить  при  помощи 
аппроксимации  свариваемых  поверхностей  набором  плоскостей.  При  этом 
отслеживаемый  контур  будет  представлять  систему  отрезков,  для  каж¬ 
дого  из  которых  известно  параметрическое  представление  радиус-вектора 
контура  от  длины  дуги  гг  ($,  і) ,  где  і  —  номер  отрезка. 

Отметим,  что  при  аппроксимации  контура  системой  отрезков  в  точках 
сопряжения  отдельных  участков  контура  необходимо  производить  сгла¬ 
живание  скачков  скорости. 

5.  Результаты  моделирования.  Рассмотренные  в  разд.  3,  4  алгоритмы 
иллюстрируются  задачей  отслеживания  неподвижного  в  пространстве 
контура,  образованного  пересечением  двух  цилиндров  (рис.  1) 

Іі={х-хіУ+{у-уіУ~Я^,  {2=(х-х2У+  (2-г2)2-В22.  (5.1) 

Для  контура  (5.1)  неизвестно  параметрическое  представление  (4.1) 
и,  следовательно,  для  синтеза  ПД  используется  алгоритм  1  разд.  3.  Вво¬ 
дится  в  рассмотрение  вектор  а,  ортогональный  градиентам  ѴІ!  и  Ѵ!2 

а=(г/і%с,  -х,съ2\  -уісх2с),  (5.2) 


где  г/=г— Гг  —  радиус-векторы  точек  в  системах  координат,  сдвинутых  к 
центрам  цилиндров  (і=1,  2). 

Согласно  (2.2),  единичный  вектор  т  касательной  к  контуру  равен 


т=а/|а|.  (5.3) 

Дифференцированием  (5.3)  находятся  выражения  для  производных 


г/=а/|а| ,  г„"=а/— г/  (г/а/) , 

гі  =  ав/  +  г/  [ -  (г/ а./)]  -  (г/а/)  (а/ ,+  Зг"58), 


(5.4) 


где  знак  ~  над  производными  вектора  а  означает  деление  на  |а|. 

Отметим,  что  векторы  г/,  г58",  г888  (5.4)  компланарны  и,  следователь¬ 
но,  величина  кручения  контура  Т~і==  0  (2.5). 

Соотношения  (5.4)  совместно  с  (2.3),  (2.5)  определяют  подвижный 
триэдр,  связанный  с  контуром,  и  его  движение  (формулы  (2.15),  (2.16)). 

Предполагается,  что  электрод  перемещается  шестизвенным  манипуля¬ 
тором  п=( 6.4,  4.6,  4.6).  Из  постоянных  составляющих  векторов  (1.1)  от¬ 
личны  от  нуля  линейные  смещения  О і3°,  02 /,  0332,  Ок 33,  07з6,  а  на  местах 
с  номерами  щ  расположены  обобщенные  координаты  механизма  дг  (г= 

=ІГб). 

Из  (1.7)  находятся  векторы  \кг  и  формируется  блочная  матрица  (6X6) 


А  О 
В  В 


(5.5) 


150 


Ю  -  нулевой  блок  (3X3),  0б4=03(д4)0і(д5)0з(д6)  -  матрица  ортов  систе¬ 
мы  координат  Ее  в  Ек.  Структура  матрицы  (5.5)  определяется  совмеще¬ 
нием  точек  04,  05,  06  и  упрощает  обращение  матрицы  Г  (3.2). 

Для  вычисления  Г+  (3.2)  используется  свойство  (Ьк)~1—Ь*  матриц 
преобразования  координат  скользящего  вектора  и  формула 


'Здесь 

г  _1 
го 

О 

О 


А-1 

°  I 

-О-'ВА-' 

О-і  1 

(5.6) 


О  О 

О  (03328іп  ^з)"1  С64, 

—Оіз1  —  (0зз2  С08  +  0433)/(О433О332  зш  д3) 

— зіп  д6  со8  д6  О 

— ЗІПд5СОЗд6  8ІПд58ІП<7(.  О 
зіпд6созд5  созд5созд6  — зіп  д5 


где  г0=Озз2  зіп  д2+0432  зіп  (д2+д3)  —  расстояние  от  начала  звена  Р4  до 
оси  02. 

Следовательно,  аналитическое  представление  для  Г+  имеет  вид 

Г+=і7рТРв7Т||1вЦ-1т,  (5.7) 

где  постоянная  матрица  Ь-і9  определяется  ориентацией  РО  в  триэдре  (2.3). 
Интегрированием  (3.2)  при  известном  законе  изменения  з(і)  находится 
ПД  манипулятора,  отслеживающее  контур  (5.1). 

Полученные  соотношения  (5.2)  — (5.7)  использовались  в  качестве  тес¬ 
та  при  разработке  комплекса  прикладных  программ  синтеза  ПД  много¬ 
звенных  манипуляторов.  На  рис.  3  приведены  результаты  расчета  ПД 
манипулятора  РИМА-560  с  линейными  размерами  звеньев  02 31==0.  30; 
03і2= — 0.15;  0з22=О.43;  0423=О.43;  0433=О.О2.  Контур  определяется  пере¬ 
сечением  цилиндра  радиуса  К= 0.4  и  ортогональной  оси  цилиндра  плос¬ 
кости,  задаваемых  точкой  на  оси  цилиндра  гД— 0.35;  0.6;  0.3),  через  кото¬ 
рую  проходит  плоскость,  и  ортом  ег(— 0.5;  У 3/2 ;  0)  оси  цилиндра,  ортого¬ 
нальному  плоскости.  Движение  РО  манипулятора  осуществляется  из  на¬ 
чального  положения  р0(0;  0.8;  0.3)  в  конечное  рД— 0.69;  0.4;  0.3)  по  дуге 
окружности  радиуса  Н= 0,4;  РО  манипулятора  ориентирован  перпендику¬ 
лярно  плоскости  окружности;  движение  по  дуге  состоит  из  участков  раз¬ 
гона,  движения  с  постоянной  скоростью  у=1  м/с  и  торможения  ір=іт= 
=0.1  с;  время  движения  Г=1.36  с.  Задается  число  п8= 8  узловых  точек 
траектории,  которое  обеспечивает  точность  отслеживания  контура  |Дг|< 
^10“4.  Отметим,  что  во  время  движения  значение  д3=сопз1,  так  как  рас¬ 
стояние  между  точками  0 1  и  03  сохраняется  постоянным;  вблизи  поло¬ 
жения  д5~0,  что  соответствует  плохой  обусловленности  матрицы  Ь ,  про¬ 
исходят  «быстрые»  движения  в  ориентирующих  степенях  подвижности. 
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Заключение.  Разработаны  алгоритмы  синтеза  ПД  многозвенных  ма¬ 
нипуляторов,  отслеживающих  произвольный  контур,  образованный  пере¬ 
сечением  подвижных  гиперповерхностей  в  К3  .В  основу  метода  положены 
решения  ОКЗ  о  скоростях  или  положении  и  соотношения,  обобщающие 
формулы  Френе  —  Серре  для  случая  нестационарной  параметризации  кон¬ 
тура.  В  случае  кинематической  избыточности  механизма  синтезируется 
оптимальное  ПД  из  условия  минимума  мгновенного  значения  кинетиче¬ 
ской  энергии. 

На  основе  рассмотренных  алгоритмов  разработай  комплекс  программ 
кинематического  анализа  и  синтеза  ПД  робототехнического  сварочного 
комплекса,  реализующих  требуемое  совместное  движение  манипулятора 
электрода  и  манипулятора  изделия  с  учетом  кинематических  и  динамиче¬ 
ских  ограничений. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ  ДИНАМИЧЕСКОГО  УПРАВЛЕНИЯ 
МАНИПУЛЯТОРАМИ 

Управление  крупными  манипуляционными  конструкциями  требует  учета  дина¬ 
мики  их  движения  при  формировании  управляющих  алгоритмов.  В  частности,  при 
решении  задачи  переноса  объекта  в  заданное  положение  может  быть  применена  кор¬ 
рекция,  основанная  на  решении  обратной  задачи  динамики.  Поскольку  управление 
существенно  усложняется,  то  возникает  вопрос  об  определении  условий,  при  кото¬ 
рых  целесообразно  применять  динамическое  управление.  Предлагается  ряд  показа¬ 
телей,  учитывающих  наряду  с  качественными  характеристиками  операции  и  качест¬ 
венные  характеристики  манипулятора  как  объекта  динамического  управления.  Срав¬ 
нительный  анализ  ряда  модификаций  типовой  манипуляционной  конструкции  пока¬ 
зал  эффективность  предлагаемого  подхода,  позволяющего  выбрать  диапазон  изме¬ 
нения  характеристик,  в  котором  применение  динамического  управления  является 
целесообразным. 

Введение.  Повышение  точности  и  быстродействия  манипуляторов  тре¬ 
бует  использования  таких  способов  управления,  которые  учитывали  бы 
особенности  их  движения  как  динамической  системы.  Это  имеет  важное 
значение  при  разработке  крупных  манипуляторов,  в  том  числе  применяе¬ 
мых  для  монтажа  космических  конструкций  [1].  Подобные  способы  уп¬ 
равления  принято  называть  динамическими  в  отличие  от  способов,  осно¬ 
ванных  на  рассмотрении  только  кинематических  соотношений  для  мани¬ 
пулятора  [2].  В  [3]  был  предложен  подход,  основанный  на  определении 
сил  и  моментов,  необходимых  для  требуемого  движения  полезной  нагруз¬ 
ки,  после  чего  определялось  управление  манипулятором,  реализующее 
эти  силы  и  моменты.  В  [4,  5]  этот  подход  применялся  для  решения  тер¬ 
минальных  и  контурных  задач  управления  манипуляторами. 

Переход  от  кинематических  к  динамическим  способам  управления  тре¬ 
бует  использования  значительно  более  производительных  ЭВМ  в  контуре 
управления.  Поэтому  необходимо  определить  условия,  при  которых  целе¬ 
сообразно  использовать  динамическое  управление.  Ниже  предлагается 
методика  оценки  эффективности  динамических  алгоритмов  управления, 
а  также  приводятся  некоторые  качественные  результаты  проведенных 
авторами  исследований,  которые  могут  быть  полезны  при  разработке  ши¬ 
рокого  класса  манипуляционных  систем. 

1.  Коррекционный  алгоритм  динамического  управления.  При  реше¬ 
нии  терминальной  задачи,  цель  которой  —  транспортировка  манипулято¬ 
ром  полезной  нагрузки  в  заданную  область  рабочего  пространства,  авто¬ 
рами  был  предложен  коррекционный  алгоритм  [5],  близкий  к  алгоритму 
коррекции  движения  твердого  тела,  описанному  в  [6]. 

Пусть  при  і=ік  уже  выбран  закон  движения  нагрузки,  обеспечиваю¬ 
щий  решение  задачи,  например,  из  условия  минимизации  времени  движе¬ 
ния  при  заданных  ограничениях  на  мгновенную  мощность  приводов. 
В  этом  случае  закон  изменения  сил,  приложенных  к  нагрузке,  имеет  ре¬ 
лейный  характер: 

Рг(і)  =Р’ік5Щп(іпк-І),  1=1,  2,  3,  (1.1) 
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причем  значения  Рік  и  моменты  переключения  іпк  могут  быть  легко  най¬ 
дены.  При  і=ік  проводится  измерение  фактического  положения  нагрузки 
в  рабочем  пространстве  (в  абсолютной  системе  координат).  Если  оказа¬ 
лось,  что  оно  отличается  от  расчетного,  то  проводится  коррекция  пара¬ 
метров  Рік,  іик  таким  образом,  чтобы  промах  в  расчетный  момент  встречи 
Ахк(Т)=хк(Т)—х  и  А хк(Т)=хк(Т)  был  равен  нулю.  В  этом  случае 

Р((і)  =  (Рік+М5І8п(іпк-1;+Чік) ;  (1.2) 


параметры 

пений: 


$ікі  у*  определяются  из  системы  шести  алгебраических  урав- 

.  „  ѵ  Г  а*»(г>  ,  ,  1 


А  Х)к(Т)- 


і=і 

3 


(1.3> 


V  Г  эіл(Г) 

АЫТ)=0=2^[-~  + 


/=1,2,  3. 


дхік(Т) 


ік\*  ) 

Чіь\- 


Производные,  входящие  в  правую  часть  (1.3),  могут  быть  аппрокси¬ 
мированы  соответствующими  разностями,  для  чего  необходимо  найти 
хк(Т,  0),  хк(Т,  0,  Чь)  и  т.  д.  путем  интегрирования  уравнений  движе¬ 
ния  полезной  нагрузки  с  начальными  условиями,  определенными  при 
і=ік.  Процесс  коррекции  аналогичен  при  всех  &,  для  которых  ік<1пк-  При 
ік>іпк  коррекцию  можно  проводить  только  по  параметрам  р,  т.  е.  только- 
по  одному  из  условий  (1.3),  вычисляя  погрешность  выполнения  другого. 
Если  эта  погрешность  становится  выше  допустимой,  целесообразно  перей¬ 
ти  к  линейному  закону  управления 

Рі(і)  =&і  (хі*-Хі(і)  )  — к2Хі(і ) .  (1.4) 

Определив  закон  изменения  сил  Р(і),  сформируем  вектор  движущих 
моментов  (сил)  в  степенях  подвижности  манипулятора  по  формуле 

ц=ц0+^,  (1-5) 

где  Цо  =7т(д)Р(і)  —  управляющие  моменты,  /(д)  —  якобиева  матрица  для 
заданной  кинематической  схемы  манипулятора,  д  —  его  обобщенные  коор¬ 
динаты,  Ць  —  корректирующие  моменты,  определяемые  из  условия  ком¬ 
пенсации  моментов,  обусловленных  движением  звеньев  манипулятора; 
они  определяются  из  уравнений  кинетостатики  [2]  и  имеют  следующий 
вид: 

цй=а (Л  (д*)<7*+С(<?*,  д*)).  (1.6) 

Здесь  символом  *  обозначены  функции,  соответствующие  опорному  дви¬ 
жению,  а  матрицы  А,  С  характеризуют  движение  манипулятора  без 
нагрузки.  Параметр  [0,  1  ]  выбирается  с  учетом  заданных  ограничений 
на  суммарную  мгновенную  мощность  приводов  манипулятора: 

(1.7) 

2.  Анализ  эффективности  динамической  коррекции.  Введем  числен¬ 
ные  показатели,  характеризующие  особенности  динамики  манипуляцион¬ 
ного  механизма  и  качество  выполнения  заданной  операции. 

Показатели  качества  определяются  типом  операции.  Так,  качество  вы¬ 
полнения  терминальной  манипуляционной  операции  определяется  откло¬ 
нениями  в  момент  окончания  операции  но  положению  и  по  скорости 

в,(Г)НМП-**(Г)||,  ев(Г)=||і(71)||.  (2.1) 
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Введем  также  относительное  отклонение  времени  выполнения  опера¬ 
ции  Т  от  расчетного  Гр,  которое  определяется  для  опорного  движения 

ет=(Т-Тѵ)/ТѵА00%.  (2.2) 

Одним  из  основных  динамических  показателей  манипулятора  служит 
отношение  массы  звеньев  манипулятора  к  массе  полезной  нагрузки: 

N 

бт  =  ^|  /п,/т„-100%.  (2.3) 

г'  =  1 

Одна  из  целей  динамической  коррекции  заключается  в  уменьшении 
степени  взаимовлияния  каналов  управления,  которую  можно  определить 
показателем  5=шахг  8  и 

Т  N  т 

2^  1  |  (#)  фз)  |  сіі  I  ^  |  сіцЦі  \  сП,  (2.4) 

<о  3=  1  і0 

где  аІЬ  Ъц  —  элементы  матриц  А ,  В ,  входящих  в  уравнения  динамики  ма¬ 
нипулятора  [2] 

^(^^(д,  д)д+щ  (2.5) 

Поскольку  по  заданным  д,  д,  д  из  последнего  уравнения  можно  рас¬ 
считать  ц,  то  нетрудно  вычислить  мгновенную  мощность 

Рі=Мі, 

а  также  величины 

р*  =  Рш  =  тахм  I  Рі  (I)  I 

1  =  1 

н  затрачиваемую  работу 

г 

А  —  | 

*0 

Затраты  на  динамическую  коррекцию  по  сравнению  с  затратами  на 
движение  по  расчетной  траектории  можно  оценить  с  помощью  показателя 

т 

0=тах8-  |||ііік(0|/|мчо(ОММОО%.  (2.9) 

*о 

Для  иллюстрации  использования  приведенных  выше  показателей  рас¬ 
смотрим  сравнительный  анализ  движения  манипуляционного  механизма, 
изображенного  на  рисунке,  при  кинематическом  управлении  по  закону 
(1.4)  и  при  динамическом  управлении,  описанном  в  разд.  2.  Результаты 
приводятся  для  пяти  модификаций  механизма,  отличающихся  линейны¬ 
ми  размерами  и  инерционными  характеристиками,  приведенными  в  табл.  1. 
Обозначено  Ь  длина  второго  и  третьего  звеньев,  которые  представляют 
собой  цилиндрические  трубы  с  внутренним  радиусом  сечения  г  и  наруж¬ 
ным  радиусом  В;  /с  —  момент  инерции  осевого  сечения,  т  —  масса  звена, 

/Д  /2С— его  главные  центральные  моменты  инерции.  Плотность  мате¬ 
риала  р=103  кг/м3  (углепластик).  Масса  нагрузки  тн=6-103  кг.  Задача 
состояла  в  переносе  (в  пространстве  с  нулевой  силой  тяжести)  полезной 
нагрузки  из  начального  положения  ^0=[0,  Ь,  0]  (рис.  1)  в  точку  хТ= 
=  [А,  І/+Л,  А],  где  величина  А  выбиралась  от  10  до  20%  длины  манипу¬ 
лятора  2Ц  конкретно  для  рассмотренных  вариантов  Д  =  1.2;  1.2;  1.7;  2.3; 
4  м.  В  выбранном  диапазоне  параметры  Ад  и  к2  определялись  из  компро- 


(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 
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мисса  между  требованиями  апериодичности  переходного  процесса  и  его 
минимального  времени. 

Сравнительный  анализ  проводился  методом  математического  модели¬ 
рования  с  использованием  пакета  прикладных  программ,  составленных 
для  ЕС  ЭВМ  на  языке  ПЛ-1  [7].  В  табл.  2  приведены  характеристики, 
соответствующие  кинематическому  управлению,  а  в  табл.  3  —  динамиче¬ 
скому  управлению  манипулятором. 

В  табл.  2  дто=шахі)}*|,  показатель  ет  определяет  увеличение  времени 
процесса  по  сравнению  с  движением  нагрузки. 

Отметим,  что  во  всех  случаях  время  процесса  Т  оказывается  при  ди¬ 
намическом  управлении  существенно  меньшим.  Относительное  уменьше¬ 
ние  его  ет  в  табл.  3  вычислено  в  предположении,  что  в  (9)  Тр  —  время  па 
табл.  2. 

Другой  эффект  динамического  управления,  который  следует  из  сопо¬ 
ставления  табл.  2  и  3,—  существенное  сокращение  взаимовлияния  кана- 

Таблица  1 


Ь ,  м 

Я ,  м 

г,  м 

^с,  М< 

т,  кг 

ДдД  кгм2 

^уС,  КГМ2 

«7гс,  кгм2 

ѵ  % 

5 

0.13 

0.1 

91-10-7 

108.3 

1.46 

225.46 

225.46 

3.6 

7;  5 

0.15 

0.12 

146  10~7 

178 

3.29 

7.29 

727 

5.9 

10 

0.18 

0.15 

226- 10~7 

310 

8.53 

2590 

2590 

10 

20 

0.25 

0.22 

767- 10~7 

885 

49 

29516 

29516 

29.5 

35 

0.3 

0.27 

1366- ІО-7 

1879 

153 

191844 

191844 

62.6 

Таблица  2 


Т,  с 

еТ,  % 

е^ДГ),  м 

(Т),  м/с 

8,  отн.  ед. 

яш,  град/ с* 

Рт,  Вт 

41 

2.5 

0.038 

0.0016 

0.9 

0.8 

12.6 

42 

5 

0.059 

0.0017 

1.5 

0.63 

15.25 

67 

И 

0.08 

0.0031 

2.8 

0.36 

12.10 

94 

15 

0.141 

0.004 

6.1 

0.11 

15.3 

166 

18 

і  0.18 

0.0005 

9.8 

0.034 

16.25 

Таблица  3 


Т%  с 

% 

ех  (Г),  м 

8,  отн.  ед. 

дт,  град/с2 

Рт’  ВТ 

а,  % 

20.5 

30 

0.03 

0.48 

1.02 

19.1 

3.5 

19.06 

32 

0.05 

0.61 

0.645 

24.9 

4 

23.8 

50 

0.05 

0.7 

0.424 

25.1 

5.2 

28.9 

57 

0.05 

0.82 

0.134 

35.2 

15 

57.4 

60 

0.07 

1.0 

0.036 

46.1 

90 
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лов  управления  (показатель  5).  Непосредственным  следствием  этого  язля- 
ется  повышение  точности  манипулирования,  т.  е.  снижение  ошибки  гх(Т ).. 

Преимущества  динамического  управления  достигаются  за  счет  увели¬ 
чения  потребляемой  мощности.  Однако  благодаря  введенным  ограниче¬ 
ниям  (1.7)  значения  суммарной  мгновенной  мощности  не  превосходят  за¬ 
ранее  заданного  значения  (в  рассматриваемом  примере  Р==300  Вт). 

Показатель  й,  вычисленный  только  при  динамическом  управлении, 
резко  возрастает  при  значениях  6т>10%.  При  Й>50%  предлагаемый 
способ,  по-видимому,  нецелесообразен,  т.  к.  движущие  моменты  опреде¬ 
ляются  в  значительной  мере  необходимостью  коррекции,  а  не  законом 
управления.  Таким  образом,  в  рассматриваемом  примере  динамическое 
управление  целесообразно  использовать  в  диапазоне  изменения  параме¬ 
тров  б [4,  30],  Ое  [4,  15] ,  т.  е.  для  2,  3  и  4  модификаций. 

Принимая  во  внимание  сложность  вычислений,  необходимо  также  про¬ 
анализировать  влияние  запаздывания  Д^,  вносимого  ЭВМ,  на  качество 
процессов.  В  рассматриваемом  случае,  начиная  с  Аі= 3  с,  происходит  за¬ 
метное  увеличение  ошибок  и  при  дальнейшем  возрастании  наступает  по¬ 
теря  устойчивости.  Следует  иметь  в  виду,  что  эти  оценки  соответствуют 
скоростям  перемещения  полезной  нагрузки  порядка  0.05—0.15  м/с. 

Заключение.  Проведенные  исследования  с  очевидностью  показали  не¬ 
обходимость  перехода  от  кинематических  к  динамическим  алгоритмам 
управления  при  разработке  крупных  манипуляционных  конструкций.  Ис¬ 
пользованная  методика  исследований  позволяет  определить  границы  эф¬ 
фективного  применения  предложенного  подхода  к  формированию  управ¬ 
ления.  Учитывая,  что  выше  рассмотрены  модификации  наиболее  распро¬ 
страненной  схемы  манипулятора,  полученные  рекомендации  могут  быть 
непосредственно  использованы  при  разработке  широкого  класса  манипу¬ 
ляционных  роботов. 
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ТАБЛИЧНО-АЛГОРИТМИЧЕСКИЙ  ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЬ  ДЛЯ 
ВЫЧИСЛЕНИЯ  ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ  ФУНКЦИЙ 

Приведена  оригинальная  структура  таблично-алгоритмического  преобразователя, 
предназначенная  для  широкого  класса  объектов  со  специализированными  вычисли¬ 
телями,  обеспечивающих  переработку  информации  в  реальном  масштабе  времени. 
Преобразователь  при  высоком  быстродействии  обеспечивает  значение  ошибки  вы¬ 
числения  элементарной  функции  примерно  равное  половине  единицы  младшего  раз¬ 
ряда  цифрового  кода. 

Введение.  В  быстродействующих  специализированных  вычислителях 
возникает  необходимость  обеспечить  точность  формирования  тригономе¬ 
трических  функций  с  погрешностью  порядка  10_6-Н0-7,  что  соответствует 
20-^30  двоичным  разрядам.  Такая  задача  может  быть,  например,  постав¬ 
лена  в  робототехнической  системе,  когда  необходимо  для  обработки  рабо¬ 
чим  органом  робота  траектории  в  виде  окружности  аппаратно  осущест¬ 
влять  вычисление  функции  8Іп  и  соз  р  [  1] .  При  этом  необходимо  стре¬ 
миться  как  к  сохранению  аппаратных  затрат  при  заданном  быстродейст¬ 
вии,  так  и  (особенно)  к  снижению  ошибки  формирования  элементарной 
функции. 

Табличный  метод  вычисления  элементарных  функций  обеспечивает 
высокое  быстродействие  и  дает  минимальную  ошибку  вычисления  функ¬ 
ции,  не  превышающую  при  симметричном  округлении  половины  единицы 
младшего  разряда  цифрового  кода. 

В  то  же  время  объем  памяти  ПЗУ  в  битах  для  данного  метода 

А=п-2П,  (0.1) 

где  п  —  число  двоичных  разрядов,  например,  для  реализации  таблицы 
-функции  8ІП  (1. 

Для  таблично-алгоритмического  метода  характерно  значительное  сни¬ 
жение  аппаратурных  затрат  при  небольшом  снижении  быстродействия. 
В  то  же  время  для  данного  метода  характерно  и  большее  значение  ошибки 
вычисления  функции  по  сравнению  с  табличным  методом. 

1.  Постановка  задачи.  Произведем  оценку  составляющих  ошибок  для 
метода  кусочно-линейной  интерполяции  непосредственно  в  единицах 
младшего  разряда  цифрового  кода,  а  также  способов  уменьшения  резуль¬ 
тирующей  ошибки  вычисления  функции,  фактически  обеспечивающих 
точность  формирования,  равную  половине  единицы  младшего  разряда  вы¬ 
ходного  кода,  и  приведем  структуру  устройства,  реализующую  указанный 
метод  вычислений. 

2.  Анализ  ошибок.  Реализация  структуры  устройства.  Если  входной 
параллельный  код  угла  р  аргумента,  например  функции  8Іп  [},  задан  в  виде 

п 

выражения  р  =  ^Рт2-т  и  проведено  разделение  старших  и  младших 

т=  1 

разрядов  на  группы 

ё  п 


т—  1  т=ё+1 
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то  формулу  для  аппроксимации  функции  зіп  ^  между  двумя  соседними 
узлами  аппроксимации  /  можно  записать  в  виде 

8Іп(рст+Рмл)=ЗІП  Рст+^Дмл  (2.1) 

где  К$  —  скорость  нарастания  функции  между  соответствующими  узлами 
аппроксимации,  определяемая  разрядами  аргумента  рст  [1] . 

Для  упрощения  структуры  преобразователя  во  всем  диапазоне  Ь  за¬ 
дания  функции  будем  брать  равные,  кратные  степени  числа  2  интервалы 
между  узлами  (точками)  аппроксимации  /.  Длина  интервала  интерполя¬ 
ции  I  в  этом  случае  будет  равна 


где  2ё  —  число  интервалов  интерполяции. 

Максимальная  погрешность  вычисления  функции  зіп  в  соответствии 
с  (2.1) 

А  8Іп  р=А  зіп  ^ст*1~ АііГ^ф]ѵіл-ЬАумн'1-б“ЬАокр»  (2.2) 

Здесь  А  8Іп  рСт  и  АКу  —  ошибки  задания  (оцифровки)  констант  в  ПЗУ  для 
узлов  аппроксимации  /,  а  именно  функции  8Іп  [}  и  коэффициента  Ки  так 
как  число  разрядов  представления  функции  конечно. 

Если  задать  код  функции  зіп  ^ст  в  узлах  аппроксимации  с  ц  дополни¬ 
тельными  разрядами  и  осуществить  симметричное  округление,  то  ошибка 
вычисления  будет  равна 

А  зіп  $ст=іІ2'2-(п+г).  (2.3) 

Таблицу  значений  коэффициента  К,  для  узлов  аппроксимации  следует 
строить  с  учетом  полученных  значений  погрешностей  8Іп  [}ст.  Таким  обра¬ 
зом,  эти  погрешности,  имея  разный  знак,  будут  в  соответствии  с  (2.2)  в 
значительной  степени  компенсировать  друг  друга.  В  дальнейшем  будем 
считать,  что  Аі^=0. 

Рассмотрим  возможность  уменьшения  и  других  составляющих  ошибок 
на  примере  конкретной  структуры  (рисунок),  где  в  соответствии  с  (2.1) 
вычисление  функции  зіп  ^  осуществляется  путем  задания  таблиц  опорных 
значений  функции  и  скорости  ее  изменения  по  значениям  старших  разря¬ 
дов  аргумента  в  ПЗУ,  интерполяции  значения  приращения  функции,  оп¬ 
ределяемого  скоростью  ее  изменения  и  младшими  разрядами  аргумента 
между  опорными  точками  на  выходе  умножителя  [2]. 

Второй  сумматор  осуществляет  сложение  суммарного  кода  текущей 
погрешности  аппроксимации  функции  между  опорными  табличными  зна¬ 
чениями  полиномом  первого  порядка  и  кодов  усечения  разрядных  сеток 
операндов,  одновременно  формируемых  в  ПЗУ  коррекции  ошибок  со  зна¬ 
чением  функции  8Іп  р,  которое  снимается  с  выхода  умножителя. 

Считаем,  что  умножитель  осуществляет  вычисление  произведения 
ЯіРмл  с  учетом  всех  значащих  цифр.  Таким  образом,  при  симметричном 
округлении  при  отбрасывании  разрядов,  вес  которых  меньше  веса  разряда 
2~ы+г\  ошибка  умножения  не  будет  превышать  значения 

Аумн<1/2*2“(гг+г).  (2.4) 

При  отбрасывании  г  дополнительных  разрядов  и  симметричном  округ¬ 
лении  значения  функции  во  втором  сумматоре 

2~п _ 2~(п+г) 

- -П - •  (2-5) 


Р— V 2  Е 


і~п+і 
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Е 


5: 


су. 


Структура  преобразователя 


Значение  погрешности  аппроксимации  функции  полиномом  первого  по¬ 
рядка  определяется  выражением  [3] 


6=Ѵ2(Р-Рі)(р-Рт)^^-=Ѵ2(Р-^)(Р-Рі+І)8іп^ 


(2.6) 


Поскольку  Рі+1— ^=2“^  с  учетом  пересчета  в  радианную  меру  угла 
максимальное  значение  ошибки  аппроксимации  [4] 

л2(2"*)2 


бгпях  ' 


32 


(2.7) 


Алгоритм  формирования  значения  кода  коррекции  ошибки  аппрокси¬ 
мации  строится  в  соответствии  с  (2.6),  где  текущее  значение  ошибки  ап¬ 
проксимации  б  является  функцией  как  старших,  так  и  младших  разрядов 
кода  угла  (3.  С  этой  целью  в  соответствии  с  предварительно  определенным 
числом  дополнительных  разрядов  г  и  максимальным  значением  ошибки 
бтах,  вычисленным  в  соответствии  с  (2.7),  определяют  число  разрядов 
представления  кода  ошибки  аппроксимации.  По  заданному  числу  выход¬ 
ных  разрядов  ПЗУ  коррекции  ошибки  задается  число  первых  разрядов 
из  группы  ^Ст,  определяющих  код  функции  8Іп  [}  в  (2.6),  и  число  первых 
разрядов  из  группы  рМл,  определяющих  приращение  аргумента  внутри 
узла  аппроксимации  в  (2.6).  Указанные  разряды  являются  входными  для 
ПЗУ  коррекции  ошибки. 

Таким  образом,  максимальное  значение  ошибки  аппроксимации  можно 
уменьшить  до  значения 

6тах<72-2-(п+г).  (2.8) 


Естественно,  что  при  этом  в  ПЗУ  одновременно  следует  хранить  и  зна¬ 
чение  кода,  обеспечивающее  симметричное  округление  кода  функции 
зіп  при  окончательном  отбрасывании  дополнительных  разрядов  г  во  вто¬ 
ром  сумматоре,  т.  е.  в  таблицу  кода  коррекции  в  соответствии  с  (2.6)  сле- 

2 — п 

дует  добавить  значения  — • 

В  соответствии  с  (2.2)  — (2.8)  получим 

Д  віп  р=2-п(2-г+7г).  (2.9) 

Проведем  оценку  аппаратурных  затрат.  Емкость  ПЗУ  в  битах  по  вы¬ 
ходам  разрядов  $іп  Рст  и  Кз  будет  соответственно  равна 

А{=(п+г)  2*, 


А2=(п— §+г+1)2в. 


(2.10) 


Число  разрядов  по  входам  умножителя  со  стороны  множимого  и  мно¬ 
жителя  определяется  следующим  образом: 


К=(п—§+г+ 1), 


с=п—$. 


(2.11) 


Более  детальная  оценка  аппаратурных  затрат  при  реализации  струк¬ 
туры  устройства  в  определенной  степени  носит  условный  характер,  по¬ 
скольку  она  определяется  используемой  элементной  базой.  Тем  не  менее 
можно  с  достаточно  высокой  степенью  достоверности  оценить  аппаратур¬ 
ные  затраты  в  части  использования  в  структуре  устройства  других  микро¬ 
схем  в  некотором  их  интегральном  эквиваленте  по  числу  выводов,  по¬ 
требляемой  мощности,  стоимости  по  отношению  к  применяемым  микро¬ 
схемам  ПЗУ.  Можно,  например,  оценить  аппаратурные  затраты  на  умно¬ 
житель  в  числе  корпусов  ПЗУ.  Таким  образом,  суммарные  аппаратурные 
затраты  будут  оцениваться  в  числе  корпусов  микросхем  ПЗУ. 

Алгоритм  разбиения  входного  параллельного  кода  угла  аргумента  [1 
на  две  составляющие  должен  обеспечивать  задачу  оптимизации  структуры 
устройства  по  точностным  характеристикам,  аппаратурным  затратам  и 
быстродействию.  Несмотря  на  то  что  эта  задача  неоднозначная  и  опреде¬ 
ляется  организацией  БИС  ПЗУ,  умножителей,  многовходовых  суммато¬ 
ров,  тем  не  менее  можно  задать  ряд  условий  для  выбора  числа  разрядов  в 
группах  рСт  и  (}Мл. 

Без  наличия  ПЗУ  коррекции  ошибки  в  соответствии  с  (2.7)  число  раз¬ 
рядов  §  в  группе  рСт  должно  быть  больше  или  равно  числу  разрядов  в 
группе  Рмл.  В  противном  случае  максимальное  значение  только  составляю¬ 
щей  ошибки  аппроксимации  будет  равно  нескольким  единицам  младшего 
разряда  выходного  кода  функции  зіп  р.  Для  структуры  (рисунок)  имеет¬ 
ся  возможность  задавать  значение  §  и  меньше  чем  значение  п/2 .  В  этом 
случае  в  соответствии  с  (2.10)  можно  обеспечить  сокращение  аппаратур¬ 
ных  затрат  при  п=  20^-30  за  счет  значительного  уменьшения  объема  па¬ 
мяти  ПЗУ  зіп  (}*,  К],  даже  если  его  реализовать  с  применением  БИС  ПЗУ 
556  РТ5,  556  РТ7.  В  то  же  время  в  соответствии  с  (2.11)  аппаратурные 
затраты  на  умножитель  будут  не  очень  большими,  поскольку  в  настоящее 
время  серийно  выпускаются  быстродействующие  умножители  8X8,  12Х 
Х12  и  16X16  разрядов. 

Приведем  полный  алгоритм  работы  преобразователя  для  значения  угла 
р=29°,004.  Для  большей  наглядности  реализуем  структуру  устройства 
при  числе  разрядов  п=  11  и  диапазоне  изменения  функции  от  0°  до  90°. 
В  этом  случае  для  оценки  точностных  характеристик  при  вычислении  зна¬ 
чения  функции  используем  общедоступные  шестизначные  математические 
таблицы  Чемберса,  поскольку  с  помощью  этих  таблиц  можно  составить 
контрольные  значения  функции  зіп  р  в  двоичной  системе  счисления  для 
числа  разрядов  п= 19.  Для  сравнительной  оценки  аппаратурных  затрат  и 
быстродействия  реализуем  ПЗУ  зіп  рст,  на  микросхемах  ПЗУ  155РЕЗ 
с  организацией  памяти  (32X8)  бит  и  временем  выборки  0,07  мксек.  Если 
задать  §—5,  г= 2,  то  для  реализации  ПЗУ  зіп  рСт,  К )  потребуются  в  соот¬ 
ветствии  с  (2.10)  четыре  корпуса  микросхем  155РЕЗ.  Еще  одна  микро¬ 
схема  необходима  для  реализации  ПЗУ  коррекции  ошибки  аппроксима¬ 
ции.  В  соответствии  с  (2.7)  максимальное  значение  ошибки  аппроксимации 
равно  0.68  единицы  младшего  разряда,  таким  образом,  с  учетом  (2.8)  до¬ 
статочно  трехразрядного  кода  коррекции  ошибки.  Для  обращения  к  ПЗУ 
коррекции  ошибки  аппроксимации  используем  два  первых  разряда  из 
группы  ^Ст  и  три  первых  разряда  из  группы  (3Мл.  В  соответствии  с  (2.11) 
умножитель  должен  имет  девять  входов  со  стороны  входа  множителя.  Для 
большей  наглядности  при  сравнении  структур  преобразователей  дадим 
приближенную  оценку  аппаратурных  затрат  в  корпусах  микросхем 
155РЕЗ. 
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Так,  например,  умножитель  9X6  разрядов  можно  реализовать  с  по¬ 
мощью  шести  умножителей  3X3  разрядов.  В  свою  очередь  умножитель 
3X3  разрядов  можно  реализовать  на  двух  микросхемах  ПЗУ  155РЕЗ, 
в  которые  записывается  таблица  произведения  двух  трехразрядных  со¬ 
множителей.  Полное  произведение  получается  путем  суммирования  ча¬ 
стичных  произведений  с  умножителей  3X3  разрядов  с  помощью  микро¬ 
схем  быстродействующих  сумматоров,  например  155ИПЗ  с  временем  сло¬ 
жения  чисел  в  каждой  из  ступеней  суммирования  0.04  мксек. 

Таким  образом,  при  времени  вычисления  функции  0.32  мксек  суммар¬ 
ные  аппаратурные  затраты  составят  примерно  30  микросхем  155РЕЗ. 

Для  реализации  же  структуры  устройства  табличным  методом  в  соот¬ 
ветствии  с  (0.1)  необходимо  128  микросхем  155РЕЗ. 

Еще  одна  микросхема  155РЕЗ  и  одна  микросхема  типа  155ЛА1  нужны 
для  организации  дешифратора.  Таким  образом,  для  табличного  метода 
аппаратурные  затраты  составят  129  микросхем  155РЕЗ,  а  время  вычисле¬ 
ний  будет  равно  0.16  мксек. 

Для  значения  п=  11  цена  деления  младшего  разряда  кода  угла  ^  со¬ 


ставляет  —  =0°,  04394531, 


а  интервал  между  точками  аппроксимации  ра¬ 


вен  -—  =  2°,  8125.  Например,  для  10-го  узла  аппроксимации  имеем  зна- 

о2л 

чение  функции  8Іп  28°,  125=0.47 1397.  Этому  значению  соответствует  дво¬ 
ичный  код  0111100010110.  Для  следующего  узла  интерполяции  имеем 
8Іп  30°, 93375=0. 514027.  Разность  значений  функций  в  11-м  и  10-м  узлах 
интерполяции  пропорциональна  коэффициенту  Кі0  и  соответствует  двоич¬ 
ному  коду  0000101011110.  Значение  кодов  8іп  (ію  и  Кі0  хранятся  в  ПЗУ 
зіп  К3.  Приращение  значения  функции  на  выходе  умножителя  по  при¬ 
ращению  значения  аргумента,  равному  0°, 878901  определяется  в  двоич¬ 
ном  коде  следующим  образом; 


101011110X10100=1101100011000. 


С  учетом  сдвига  на  шесть  разрядов  вправо  и  отбрасыванием  при  симме¬ 
тричном  округлении  всех  значащих  разрядов,  следующих  за  13-м,  полу¬ 
чим  приращение  функции  0000001101100.  Таким  образом,  на  выходе  пер¬ 
вого  сумматора  будем  иметь  значение  функции  0111110000010. 

В  соответствии  с  (7)  и  с  учетом  добавления  в  код  коррекции  ошибки 
значения  1/2-2~п  получим  полный  код  коррекции  ошибки  00000000001. 
Итак,  значению  функции  на  выходе  второго  сумматора  01111100001  будет 
соответствовать  значение  функции  в  десятичной  системе  счисления 
0.48486328.  Из  таблиц  Чемберса  имеем  8Іп  29°, 004=0. 484912.  Итак,  пол¬ 
ное  значение  ошибки  А  зіп  р=0. 0000487  в  10  раз  меньше  цены  деления 
младшего  11-го  разряда. 

Для  табличного  метода  получим  двоичный  код  функции  для  зіп  2 9°, 004 
равным  011111000010001100.  т.  е.  также  получим  значение  ошибки  в 
10  раз  меньше  цены  деления  младшего  11-го  разряда.  Результаты  оценки 
ошибок  вычисления,  аппаратурных  затрат  и  быстродействия  сведем  в  таб¬ 
лицу. 

В  данном  случае  аппаратурные  затраты  приведены  в  числе  корпусов 
микросхем  155РЕЗ.  Но  необходимо  отметить,  что  при  числе  разрядов 
?г=20,  и  более  дополнительный  анализ  показал,  что  при  применении  в 
структуре  (рисунок)  БИС  ПЗУ  556РТ5,  556РТ7  умножителей  типа 
КР1802ВР2. .  .  разница  в  аппаратурных  затратах  для  табличного  и  таб¬ 
лично-алгоритмического  метода  достигает  нескольких  порядков.  В  то  же 
время  ошибки  вычислений  и  быстродействие  примерно  соответствуют  таб¬ 
лице. 
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Таблица 


Ошибка  вычисления 

Аппаратур- 

Быстро- 

Способ  вычисления 

теоретиче- 

ные 

действие. 

ская 

фактическая 

затраты 

мксек 

Табличный 

<0.5 

0.1 

129 

0.16 

Таблично-алгоритмический 

<0.75 

0.1 

30 

0.32 

Заключение.  Предложенная  структура  устройства  обеспечивает  значе¬ 
ние  ошибки  вычисления  функции,  практически  соответствующее  таблично¬ 
му  методу.  Это  особенно  важно  при  реализации  системы  управления  робо¬ 
та,  когда  цифровые  структуры  должны  вносить  минимальное  значение  в 
результирующую  ошибку  формирования  траектории  движения  рабочего 
органа  робота. 

При  этом  время  вычисления  увеличивается  незначительно,  а  аппара¬ 
турные  затраты  намного  меньше,  чем  при  использовании  табличного  ме¬ 
тода  вычислений. 
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Работа  посвящена  перспективам  развития  САПР,  которые  в  настоящее  время  свя¬ 
зываются  главным  образом  с  использованием  методов  искусственного  интеллекта  и 
экспертных  систем.  Рассмотрение  в  основном  ограничено  рамками  САПР  в  маши¬ 
ностроении. 

Обосновывается  необходимость  использования  методов  искусственного  интеллек¬ 
та  и  экспертных  систем  при  разработке  САПР,  даются  оценки  эффективности  интел¬ 
лектуальных  САПР,  анализируется  целесообразность  применения  указанных  мето¬ 
дов  в  решении  конкретных  задач  автоматизации  проектирования.  Па  основе  анализа 
публикаций  и  собственного  опыта  разработки  САПР  дается  перечень  таких  задач. 

Рассмотрение  ведется  на  концептуальном  уровне,  с  акцентом  на  вопросы  приме¬ 
нения  и  эффективности,  без  детализации  существующих  методов,  программного  ин¬ 
струментария  и  систем. 

Основная  цель  работы  —  привлечь  внимание  руководителей  и  специалистов  к 
области  автоматизации  проектирования  к  достижениям  в  области  построения  интел¬ 
лектуальных  систем,  указать  на  существование  проблем,  которые  могут  быть  эффек¬ 
тивно  решены  только  с  использованием  методов  искусственного  интеллекта  и  эксперт¬ 
ных  систем. 

Работа  носит  обзорный  характер. 

В  настоящее  время  перспектива  развития  САПР  связывается  с  мето¬ 
дами  искусственного  интеллекта  [1—9],  [12—19],  [22— 32],  [35— 40] ,  [42— 
45],  [53,  54]. 

Традиционной  технологией  решения  задач  на  ЭВМ  является  обработка 
данных,  реализуемая  с  помощью  процедурно-ориентированных  методой 
программирования.  Суть  этой  технологии  сводится  к  тому,  что  в  ней  веду¬ 
щую  роль  играет  процедурная  компонента  (программы  обработки).  Де¬ 
кларативная  же  компонента,  т.  е.  данные,  остается  пассивной. 

Интенсивные  исследования  в  области  искусственного  интеллекта  (ИИ) 
позволили  сформировать  новую  технологию  решения  задач  [36],  реализуе¬ 
мую  с  помощью  объектно-ориентированных  методов  программирования, 
В  этой  технологии  активную  роль  играют  уже  данные,  а  точнее  знания 
предметной  области  задачи  или  класса  задач.  Принципиальное  отличие 
новой  технологии  от  традиционной  состоит  в  том,  что  ход  решения  задачи 
и  результаты  определяются  текущим  состоянием  базы  знаний,  а  не  «за¬ 
щиты»  жестко  в  алгоритмы  программ. 

Первым  практическим  выходом  исследований  в  области  ИИ  явились 
экспертные  системы  (ЭС)  [35—39],  [50,  54].  ЭС  может  рассматриваться 
как  действующая  модель  эксперта  (или  коллектива  экспертов),  обладаю¬ 
щая  знаниями  эксперта  и  способная  воспроизводить  ход  его  рассуждений. 
Наиболее  удачные  реализации  ЭС  (например,  МУСШ)  способны  решать 
задачи  почти  с  тем  же  успехом,  что  и  сами  эксперты.  Это  обусловило  ши¬ 
рокое  применение  этих  систем  в  нетрадиционных  для  использования  ЭВМ 
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областях,  где  знания  трудно  формализовать  в  виде  детерминированных 
математических  моделей.  Наибольшее  распространение  ЭС  получили  в 
проектировании  заказных  интегральных  схем  (например,  система 
БЕ8КЖ  АБѴІ80К29),  в  поиске  неисправностей  [35],  автоматизации 
программирования  и  военных  приложениях  [50,  86].  Применение  (С  поз¬ 
воляет,  например,  при  проектировании  интегральных  схем  повысить  (по 
данным  фирмы  ]\ТЕС)  производительность  труда  в  3—6  раз,  а  при  програм¬ 
мировании  (но  данным  фирмы  Т08НІВА)  —  в  5  раз.  Ведущие  западные 
фирмы  широко  используют  ЭС  в  своей  деятельности.  Так,  например, 
в  1987  г.  ІВМ  использовала  70  ЭС.  По  мнению  конструктора  ІВМ  Шорра, 
в  ближайшее  время  число  ЭС,  используемых  ІВМ,  будет  ежегодно  удваи¬ 
ваться  (см.  [35]).  Еще  большее  число  ЭС  используется  фирмой  Дюпон. 
Руководитель  работ  по  ИИ  этой  фирмы  Эд  Малер  заявил,  что  в  1987  г. 
фирма  использует  200  ЭС  и  планирует  в  1990  г.  иметь  2000  ЭС  (см.  [35] ). 

В  настоящее  время  ведутся  разработки  ЭС  для  многих  приложений. 
Это  —  образование,  медицина,  законодательство,  организационное  управ¬ 
ление,  техническая  диагностика  и  т.  д.  В  том  числе,  последние  5—7  лет 
стали  появляться  сообщения  о  применении  ЭС  при  автоматизации  проект¬ 
ных  работ  [3,  31,  40,  43,  67,  78]. 

Анализ  существующих  САПР  показывает,  что,  как  правило,  такие  си¬ 
стемы  состоят  из  набора  детерминированных  процедур,  связанных  друг  с 
другом  через  человека;  который  принимает  решения  о  порядке  выполне¬ 
ния  процедур,  достоверности  и  качестве  результатов  и  т.  д.  Разработчики 
САПР  сталкиваются  с  объективными  трудностями,  обусловленными  нали¬ 
чием  большого  количества  трудноформализуемых  задач,  относящихся  к 
процессам  принятия  и  оценки  проектных  решений.  И  здесь  методы  извле¬ 
чения  знаний  из  эксперта  (опытного  проектировщика),  их  формализация 
в  базах  знаний  ЭС  и  последующее  включение  этих  систем  в  верхние  этажи 
архитектуры  САПР  должны  существенно  повысить  эффективность  и  уро¬ 
вень  автоматизации  проектирования.  Более  того,  в  [24]  обосновывается 
положение,  согласно  которому  обеспечение  гарантии  качества  объекта  и 
процесса  проектирования  возможно  лишь  при  использовании  в  рамках 
САПР  методов  и  средств,  традиционно  относящихся  к  ИИ. 

Коль  скоро  решение  проектных  задач  основано  на  применении  преды¬ 
дущего  опыта,  а  этот  опыт  заключен  главным  образом  в  знаниях  лучших 
проектировщиков,  возникает  проблема  моделирования  рассуждений  про¬ 
ектировщиков  (см.  [38]  ),  а  вместе  с  тем  и  самого  процесса  решения  про¬ 
ектных  задач  в  рамках  ЭС.  ЭС  способна  заменить  проектировщиков  (экс¬ 
пертов)  при  решении  сложных  задач.  Она  вместо  жесткой  математиче¬ 
ской  (детерминированной  модели  объекта  или  процесса  использует  форма¬ 
лизованную  систему  инженерных  знаний,  построенную  и  отлаженную  при 
участии  проектировщиков,  пригодную  для  широкого  тиражирования  и 
массового  использования.  Решается  задача  использования  САПР  для 
проектирования  не  одного,  а  целого  класса  изделий  (устраняются  такие 
недостатки,  как  узкая  направленность  и  низкая  гибкость),  поскольку  одна 
и  та  же  система  формализованных  знаний  обеспечивает  решение  не  одной, 
а  целого  ряда  задач  из  области  применения  ЭС. 

1.  Концепция  экспертной  системы  проектирования.  В  настоящее  время 
существует  большое  разнообразие  типов  САПР,  отличающихся  видом 
проектируемых  объектов,  классами  решаемых  задач,  ориентацией  на 
разные  стадии  проектирования,  степенью  интеграции  и  т.  д.  Выра¬ 
ботка  общей  стратегии  использования  методов  ИИ,  построение  общей 
концепции  интеллектуальной  САПР  (ИСАПР),  ее  архитектуры  в  таких 
условиях  —  задача  архисложная.  По  нашему  мнению,  такая  ИСАПР  мо¬ 
жет  иметь  общую  базу  знаний  с  моделями  процесса  проектирования,  а  так¬ 
же  ряд  ЭС,  подключаемых  на  стыках  между  детерминированными  проект¬ 
ными  процедурами.  Наиболее  полно  методологические  и  теоретические 
вопросы  построения  ИСАПР  отражены  в  [81»  82,  84,  85].  Отечественных 
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публикаций  на  эту  тему  немного  и  они,  как  правило,  ограничиваются  рас¬ 
смотрением  частных  аспектов  общей  концепции  ИСАПР  (см.,  например, 
[24,  27,  32]).  Поэтому  в  настоящем  разделе  мы  ограничимся  рассмотре¬ 
нием  ИСАПР  как  просто  ЕС,  предназначенной  для  решения  какой-либо 
задачи  (или  класса  задач)  из  области  проектирования.  В  следующем  же 
разделе  дадим  перечень  классов  задач  проектирования,  для  автоматизации 
решения  которых  целесообразно  применение  технологии  ЭС. 

В  разработке  любой  ЭС  можно  выделить  два  подхода.  Первый  состоит 
в  создании  ЭС  для  конкретного  приложения,  а  второй  —  в  разработке  ин¬ 
струментальных  средств  (ПС),  на  основе  которых  создаются  приклад¬ 
ные  ЭС. 

В  первом  случае  используются  универсальные  процедурно-ориентиро¬ 
ванные  языки  программирования  (чаще  всего  язык  Си)  или  языки  ИИ 
Лисп,  Пролог.  Создание  ЭС  достаточно  трудоемко,  но  есть  возможность 
добиваться  высокой  эффективности  работы  ЭС  на  стадии  ее  программной 
реализации.  Специфика  предметной  области  проектирования  проявляется 
в  конкретных  методах  построения  ЭС. 

Во  втором  случае  используются  языки  представления  знаний  конкрет¬ 
ных  инструментальных  систем.  Создаваемые  с  использованием  инстру¬ 
ментальных  средств  (оболочек)  прикладные  ЭС,  как  правило,  менее  эф¬ 
фективны.  В  настоящее  время  и  в  нашей  стране  и  особенно  за  рубежом 
имеется  большое  число  различных  инструментальных  систем  и  оболочек 
для  разработки  ЭС.  По  нашему  мнению,  многие  из  них  с  успехом  могут 
быть  использованы  для  построения  ЭС-проектирования.  Тем  не  менее 
вопросы  об  эффективности  их  использования  в  ИСАПР,  а  также  целе¬ 
сообразности  разработки  специализированных  инструментальных  средств 
для  создания  ЭС-проектирования  остаются  открытыми.  Есть  отечествен¬ 
ные  примеры  построения  ЭС-проектирования  с  использованием  как  пер¬ 
вого  [48,53],  так  и  второго  [1,2,40]  подходов.  Среди  зарубежных  обо¬ 
лочек  для  ИСАПР  можно  выделить  [64].  Ниже  кратко  остановимся  на 
концепции  ИС-проектирования,  описанной  в  [40] .  Здесь  для  представ¬ 
ления  знаний  выбрана  логика  предикатов.  Авторы  концепции  считают, 
что  задачи  проектирования,  требования  к  проектируемому  объекту,  усло¬ 
вия  его  использования,  закономерности  нахождения  проектных  решений 
можно  выразить  на  основе  логики  предикатов,  а  процесс  проектирования 
смоделировать  процессом  логического  вывода.  Однако  обоснование  и  ка¬ 
кие-либо  доводы  в  пользу  предикатов,  а  не  других  известных  методов 
представления  знаний  (продукций,  фреймов  семантических  сетей)  не 
приводится.  (В  этом  плане  интерес  представляет  работа  [49],  посвящен¬ 
ная  вопросам  интеграции  знаний  при  решении  задач.) 

Система  Рімеет  два  режима  эксплуатации:  эксперта  и  пользователя. 
В  режиме  эксперта  осуществляется  систематизация,  формализация,  от¬ 
кладка  и  накопление  знаний  в  БЗ. 

В  режиме  пользователя  блоки  инструментария  включаются  в  состав 
системы,  решающей  проектные  задачи.  Транслятор  переводит  задачи  из 
текстовой  в  графовую  форму,  в  которой  осуществляется  их  решение.  Ло¬ 
гический,  вероятностный  и  нечеткий  вывод  представляются  в  графовой 
форме.  Решение  задачи  осуществляется  в  режиме  взаимодействия  проек¬ 
тировщика  с  диалоговой  виртуальной  машиной  логического  вывода  при 
посредничестве  диалогового  процессора.  Помимо  отыскания  решения, 
виртуальные  машины  вероятностного  и  нечеткого  вывода  оценивают  так¬ 
же  степень  истинности  этих  решений.  Извлекатель  ответа  формирует  по 
построенному  логическому  выводу  ответ  на  поставленную  задачу.  По¬ 
строитель  объяснений  формирует  последовательность  заключений,  при¬ 
ведшую  к  решению  поставленной  задачи  или  текущему  состоянию  одной 
из  виртуальных  машин. 

В  то  время  как  САПР,  основанная  на  детерминированных  алгоритмах, 
жестко  привязана  к  задачам,  на  решение  которых  она  ориентирована, 
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система,  базирующаяся  на  знаниях,  допускает  постановку  и  решение 
различных  задач  на  одной  и  той  же  базе  знаний.  ЭС-проектирования  яв¬ 
ляется  гибкой  по  отношению  к  решаемым  в  ней  задачам.  Она  способна 
заменять  проектировщика  или  помогать  ему  при  решении  проектных 
задач. 

Из  сказанного  выше  ни  в  коей  мере  не  следует,  что  нужно  и  детерме- 
нированные  алгоритмы  заменять  на  алгоритмы  вывода.  Это,  как  правило, 
нецелесообразно  и  малоэффективно.  ЭС  хороши  для  решения  трудно- 
формализуемых  задач,  которые  не  описываются  классическими  детерми¬ 
нированными  методами. 

Отметим,  что  ЭС-проектирования  интенсивно  разрабатываются  за  ру¬ 
бежом  (см.  [83]).  Вопросы,  связанные  с  построением  ИСАПР,  обсуж¬ 
даются  на  многих  конференциях  по  автоматизации  проектирования  и 
даже  созываются  конференции,  посвященные  только  этим  вопросам.  Это  — 
конференции  серии  «Экспертные  системы  САПР»  под  эгидой  рабочей 
группы  5.2.ІРІР.  Например,  на  конференции  1987  г.  [67]  рассматрива¬ 
лись  вопросы  применения  технологии  без  знаний  в  САПР,  слияния  кон¬ 
цептуальных  и  экспертных  знаний  в  САПР,  анализа  чувствительности 
базы  знаний  применительно  к  ЭС  при  проектировании  механических  си¬ 
стем,  использования  математических  знаний  в  моделях  проектирования 
и  т.  д.  Регулярно  выпускаются  крупные  сборники  по  проблематике 
ИСАПР  [56,  67,  69,  78] . 

Затрагиваются  вопросы  построения  ИСАПР  и  на  конференциях  по  ИИ, 
так,  например,  на  4-й  конференции  по  применениям  ИИ  значительное 
внимание  было  уделено  вопросам  интеллектуальной  поддержки  САПР. 

В  СССР  этим  вопросам  пока  уделяется  явно  недостаточное  внимание, 
особенно  на  инженерном  уровне.  Так,  первая  Всесоюзная  конференция 
по  ИИ  состоялась  в  ноябре  1988  г.  в  Переславле-Залесском.  В  секции 
«Интеллектуальные  САПР»  было  прочитано  всего  около  десятка  докла¬ 
дов  (наиболее  интересные  приведены  в  списке  литературы  [2, 5, 10, 23, 
28,31,41]). 

2.  Области  применения  методов  ИИ  в  САПР.  Несмотря  на  то,  что  в 

настоящее  время  ЭС  бурно  развиваются,  причем  имеется  большое  коли¬ 
чество  (в  том  числе  и  в  СССР)  различных  оболочек  ЭС  в  различных  об¬ 
ластях  (см.  [50]),  практических  реализаций  ИСАПР  и  ЭС-проектиро¬ 
вания,  особенно  на  инженерном  уровне  с  выходом  на  промышленную 
эксплуатацию,—  единицы.  Пока  еще  идет  процесс  поиска  сфер  приложе¬ 
ния  методов  ИМ  в  САПР  и  их  осмысление  на  теоретическом  уровне.  На 
наш  взгляд,  одной  из  причин,  тормозящих  разработку  промышленных 
ИСАПР,  является  недостаточное  знание  разработчиками  тех  классов  за¬ 
дач  автоматизации  проектирования,  для  решения  которых  эффективны 
методы  МИ,  в  частности  ЭС.  Поэтому  ниже  дается  полученный  на  основе 
анализа  литературы  и  собственного  практического  опыта  перечень  таких 
классов  задач. 

1.  Структурный  синтез  объектов,  особенно  на  ранних  стадиях  проек¬ 
тирования  [4,  9, 10, 17,  34, 40,  47,  61] . 

2.  Поисковое  инструирование  (изобретательство)  [3,4,28,42,53]. 

3.  Автоматизация  и  интеллектуализация  расчетного  анализа,  в  том 
числе  [8,11,14,20,21,25,45]:  дружественный  интерфейс;  математиче¬ 
ское  моделирование  и  синтез  расчетных  процедур;  планирование  вычис¬ 
лений;  оптимальный  выбор  моделей  расчета;  анализ  результатов;  обуче¬ 
ние  пользователя;  переход  от  конструкции  к  ее  расчетной  схеме;  выбор 
численных  методов  расчета. 

4.  Оптимальный  выбор  характеристик  деталей  (материал,  шерохова¬ 
тость  поверхности,  размеры  и  т.  п.)  в  соответствии  с  существующими 
стандартами  и  нормалями  на  конструктивные  элементы  [48] . 

5.  Отработка  машин,  оборудования  и  технологических  процессов 
[15,  40,  44,  45]. 
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6.  Автоматизированная  обработка  чертежной  документации  [10, 
22,  45] . 

7.  Анализ  патентной  чистоты  [42] . 

8.  Оптимальная  компоновка  (например,  оборудования  в  отсеке,  при¬ 
боров  на  щите  управления  и  т.  п.). 

9.  Редактирование  формализованных  текстов. 

10.  Представление  и  анализ  идей  (а  не  конкретных  технических  ре¬ 
шений)  [24] . 

11.  Автоматизация  построения  САПР  [7]. 

Отметим,  что,  согласно  проведенным  исследованиям  [46],  наибольший 
эффект  от  применения  методов  ИИ  ожидается  на  ранних  стадиях  проек¬ 
тирования.  Отличительная  черта  этих  стадий  —  значительный  уровень  не¬ 
определенности,  источниками  которой  могут  быть  неполнота,  обобщен¬ 
ность  исходных  данных,  в  том  числе  внутренняя  противоречивость,  не¬ 
однозначность  и  размытость  задания  на  проектирование,  содержащего 
приближенные  оценки  характеристик  объекта  в  виде  числовых  диапазо¬ 
нов,  а  также  словесное  описание  целей,  ограничений  и  условий  чисто 
качественного  типа;  принципиальные  ограничения  по  точности  опреде¬ 
ления  количественных  параметров  и  особенно  качественных  факторов; 
отсутствие  аналитических  зависимостей,  уравнений,  связывающих  проект¬ 
ные  параметры  и  критерии,  и,  как  следствие,  расплывчатость  представ¬ 
лений  об  их  взаимодействии;  изменчивый  динамический  характер  при¬ 
чинно-следственных  связей  при  проектировании. 

Все  отмеченные  факторы  неопределенности  не  случайные,  а  система¬ 
тические.  Это  значит,  что  неопределенность  на  ранних  стадиях  проекти¬ 
рования  обусловлена  сложностью  задач,  дефицитом  информации,  лимитом 
времени  на  принятие  решений,  особенностями  восприятия,  мышления, 
языка  специалистов.  Так,  неточность  и  неполнота  исходных  данных  вы¬ 
званы  нечетким,  недостаточным  знанием  характеристик  новых  материа¬ 
лов,  свойств  технологических  процессов,  условий  работы  новых  конструк¬ 
ций.  Выбор  конструктивно-компоновочной  схемы  объекта  чаще  всего 
определяется  неформальными  соображениями.  Во-первых,  это  объясня¬ 
ется  тем,  что  многие  проектные  критерии  (масса,  габаритные  размеры, 
стоимость  проектируемого  объекта)  могут  быть  предварительно  опреде¬ 
лены  лишь  с  невысокой  степенью  точности  в  виде  размытых  допусков. 
Во-вторых,  далеко  не  все  свойства  конструкции  и  технологии  производст¬ 
ва  можно  оценить  количественно.  Некоторые  свойства  проектируемой 
системы  изначально  являются  сложными  и  физически  неизмеримыми. 
Из-за  отсутствия  для  таких  свойств  естественных  эмпирических  шкал 
измерения  они  определяются  относительно  субъективных  эталонов  спе¬ 
циалистов,  сформированных  при  сравнении  и  ранжировании  вариантов. 
Сюда  относятся  качество,  надежность,  технологичность,  ремонтопригод¬ 
ность  конструкции.  Если  рассмотреть  сферу  производства  сложных  объек¬ 
тов,  например  реакторного  оборудования,  то  к  числу  подобных  свойств 
принадлежит  культура  производства,  уровень  квалификации  персонала, 
отработанность  методов  изготовления  конструкций  и  т.  д.  Систематиче¬ 
ское  описание  указанных  свойств  возможно  на  основе  экспертных  оценок 
специалистов,  которые  становятся  все  более  размытыми  по  мере  увели¬ 
чения  сложности  проектируемой  конструкции,  числа  учитываемых  при¬ 
знаков  и  взаимосвязей  между  ними. 

Попытки  применения  традиционных  математических  моделей  на  ран¬ 
них  стадиях  проектирования  малоэффективны,  поскольку  эти  методы 
основаны  на  обработке  точных  и  полных  численных  данных  и  не  соот¬ 
ветствуют  высокому  уровню  неопределенности  задачи.  Корректность  и 
строгость  общепринятых  в  инженерном  анализе  расчетных  процедур  не 
обеспечивает  требуемого  смыслового  охвата  в  ситуации  поискового  кон¬ 
струирования.  При  переходе  от  конструкции  к  ее  расчетной  схеме  —  раз¬ 
новидности  информационной  модели,  описанной  классическими  диффе- 
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ренциальными  уравнениями  и  прочими  жесткими  формальными  струк¬ 
турами,—  возможна  потеря  специфики  (семантики)  качественных  факто¬ 
ров  [47].  Это  объясняется  тем,  что  традиционный  математический  аппа¬ 
рат  инженерных  расчетов  создан  для  работы  на  формальном  уровне  ана¬ 
лиза  и  почти  полностью  отвлекается  от  семантических  и  прагматических 
аспектов  информации,  которые  имеют  наибольший  удельный  вес  на  ран¬ 
них  стадиях  проектирования. 

Следовательно,  при  моделировании  деятельности  человека  на  ранних 
стадиях  проектирования  необходимо  применять  гибкий  аппарат  представ¬ 
ления  знаний,  особенно  методы  представления  нечетких  знаний.  Такие 
методы  в  настоящее  время  достаточно  хорошо  развиты,  например  аппа¬ 
рат  лингвистических  переменных,  нечетких  множеств  [87]  теории  воз¬ 
можностей  [65]  и  др.  Отсюда  следует  вывод  о  том,  что  инструментальные 
средства  ИСАПР  обязательно  должны  допускать  представление  нечетких 
знаний,  что  мы  и  наблюдаем  на  практике  (см.  упоминание  ИС-ироектиро- 
вания  [40]). 

Перейдем  далее  к  краткой  характеристике  некоторых  областей  при¬ 
менения  методов  ИИ  в  САПР. 

2.1.  Структурный  синтез.  Задачи  структурного  синтеза  явля¬ 
ются  типичными  для  САПР  машиностроительного  профиля.  Эти  задачи 
определения  состава  проектируемого  объекта  и  установления  связей 
между  его  составляющими.  Применение  ЭС  прежде  всего  целесообразно 
для  тех  классов  машиностроительных  объектов,  где  велика  степень  уни¬ 
фикации  составляющих  узлов  и  деталей.  В  этом  случае  перед  конструк¬ 
тором  стоит  задача,  исходя  из  требований  технического  задания,  опреде¬ 
лить:  состав  будущего  объекта  на  уровне  типовых  составляющих  элемен¬ 
тов;  подобрать  для  каждого  типа  его  конкретный  экземпляр;  проверить 
допустимость  объединения  выбранных  экземпляров  узлов  и  деталей  в 
конструкцию. 

Подбор  экземпляров  производится  на  основе  анализа  каталога  (банка) 
унифицированных  узлов.  Допустимость  соединения  может  устанавливать¬ 
ся  исходя  из  опыта  конструирования  данного  класса  объектов,  проверки 
соблюдения  требований  технического  задания,  а  также  путем  проведения 
некоторых  расчетов  с  целью  определения  значений,  участвующих  в  кри¬ 
териях  оценки  параметров. 

ЭС  здесь  позволяют  формализовать  (т.  е.  упорядочить,  что  уже  ценно 
само  по  себе)  знания  и  опыт  квалифицированных  специалистов  и  тира¬ 
жировать  его,  существенно  облегчить  работу  не  только  рядового  специа¬ 
листа  но  и  самого  эксперта,  избавив  их  от  необходимости  помнить  мно¬ 
гочисленные  проверки.  ЭС  структурного  синтеза  с  успехом  могли  бы  ис¬ 
пользоваться  в  качестве  обучающих. 

О  том,  что  задачи  структурного  синтеза  успешно  решаются  с  помощью 
технологии  без  знаний,  свидетельствует  ряд  известных  примеров:  комплек¬ 
тация  оборудования  электростанций  [40] ,  формирование  облика  ядерных 
реакторов  [17—19]  и  др. 

2.2.  Поисковое  конструирование.  Принципиальное  отличие 
задач  поискового  конструирования  от  задач  структурного  синтеза  состоит 
в  том,  что  они  связаны  с  генерацией  новых,  ранее  неизвестных  техниче¬ 
ских  решений,  в  том  числе  и  на  уровне  изобретений.  В  интеллектуаль¬ 
ных  системах  поискового  конструирования  должны  моделироваться  твор¬ 
ческие  способности  человека,  что  является  очень  сложной  задачей.  На¬ 
ряду  с  разработкой  специфических  методов  решения  поисковых  задач 
здесь  правомерно  поставить  вопрос  и  об  использовании  теории  и  методов 
ИИ.  Ответ  на  него  не  очевиден  и  требует  детального  исследования. 

Предположение  о  возможности  строить  поисковые  системы  как  ЭС, 
базируется  на  том,  что  здесь  также  присутствует  эксперт  (изобретатель), 
знания  которого  необходимо  извлечь  и  формализовать,  причем  важно 
формализовать  стратегии  генерации  изобретений.  Подобные  ЭС,  в  частно- 
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сти,  могли  бы  играть  роль  подсказчика  и  возбудителя  (стимулятора) 
творческой  фантазии  изобретателя. 

Конкретные  подходы  к  решению  задач  поискового  конструирования 
с  помощью  ЭС  приведены  в  [3,53].  В  проекте  «Изобретающая  машина» 
используется  аппарат  теории  решения  инженерно-изобретательских  задач 
(ТРИЗ),  в  том  числе  законы  развития  технических  систем,  алгоритм  ре¬ 
шения  изобретательских  задач,  информационный  фонд  эффектов,  прин¬ 
ципы  разрешения  технических  и  физических  противоречий  и  т.  д.  Си¬ 
стема  предназначена  для  самого  верхнего  уровня  в  иерархии  интеллек¬ 
туальных  САПР,  причем  она  развивается,  в  отличие  от  известных  под¬ 
ходов  и  интеллектуализации  САПР,  в  направлении  поддержки  теории 
развития  технических  систем.  Цель  проекта  будет  достигнута,  когда  новое 
техническое  решение,  предложенное  системой  немедленно,  будет  дета¬ 
лизироваться  в  ИСАПР  более  низкого  уровня. 

Другой  подход  к  созданию  интеллектуальных  систем  поддержки  изо¬ 
бретательской  деятельности  демонстрируется  в  [3, 4] .  Здесь  для  пред¬ 
ставления  знаний  о  единичном  техническом  решении  используются  фрей¬ 
мы.  Описание  множества  технических  решений  осуществляется  в  виде 
семантической  сети  как  (И—  ИЛИ)  дерева  конструктивных  элементов,  где 
знания  о  методах  проектирования  представляются  продукциями.  Таким 
образом,  в  этой  работе  продемонстрирована  возможность  применения  сло¬ 
жившейся  технологии  создания  ЭС  к  области  решения  изобретательских 
задач.  Система  создавалась  для  генерации  новых  технических  решений 
для  класса  виброзащитных  устройств.  Интересно  отметить,  что  автору 
удалось  получить  более  150  новых  технических  решений  виброзащитных 
устройств,  но  не  в  процессе  эксплуатации  ЭС,  а  в  процессе  ее  разработки, 
т.  е.  фактически  при  формализации  и  структуризации  знаний  о  путях 
создания  виброзащитных  устройств.  Это  еще  раз  подтверждает  всю  слож¬ 
ность  создания  действительно  интеллектуальных,  способных  самостоя¬ 
тельно  получать  новые  технические  решения  систем.  В  настоящее  же 
время  создаются  системы,  способные  советовать  пользователю  пути  ре¬ 
шения  задач,  т.  е.  освобождаем  его,  как  правило,  от  нетворческой,  рутин¬ 
ной  работы,  в  частности  от  необходимости  помнить  большое  число  кри¬ 
териев,  правил,  параметров  и  т.  д. 

2.3.  Расчетный  анализ.  Типовой  компонентой  САПР  является 
иодсистема  инженерного  анализа,  в  функции  которой  входит  проведение 
всевозможных  расчетов,  необходимых  при  проектировании  объекта.  В  раз¬ 
витых  САПР  эта  подсистема  обычно  реализуется  в  виде  ППП.  Методы 
ИИ  находят  в  настоящее  время  широкое  применение  при  построении  ин¬ 
теллектуальных  ППП.  Действенным  средством  интеллектуализации  ППП 
стали  ЭС,  выступающие  в  качестве  интеллектуальной  надстройки  над 
пакетом.  Развиваются  гибридные  ЭС,  объединяющие  на  основе  методов 
ИИ  проведение  обычных  детерминированных  расчетов  и  вывод  из  базы 
знаний. 

В  качестве  частных  задач  интеллектуализации  ППП  с  использованием 
ЭС  отметим  следующие. 

1.  ЭС  —  советчик  пользователя  при  задании  исходных  данных  в  слож¬ 
ных  расчетах.  Такая  система  фактически  является  универсальным  семан¬ 
тическим  анализатором  входной  информации  и  может  значительно  облег¬ 
чить  работу  пользователя,  не  знакомого  с  тонкостями  расчетной  модели 
(именно  таковыми  являются  пользователи  САПР),  предостеречь  его  от 
задания  таких  данных,  которые  приводят  к  неверным  результатам  или 
«авариям»  типа  деления  на  нуль,  отрицательного  подкоренного  выраже¬ 
ния  и  т.  д.,  объяснить  на  содержательном  уровне  недопустимость  вво¬ 
димых  данных. 

2.  Одной  из  существенных  проблем  проведения  расчетов  является 
проблема  построения  расчетной  схемы  изделия,  которая  для  расчетной 
программы  является  жесткой.  Нужно  уметь  правильно  свести  рассчиты- 
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ваемую  конструкцию  к  заданной  расчетной  схеме  или  показать  невозмож¬ 
ность  выполнения  расчетов  по  данной  программе.  Обычно  этой  работой 
занимаются  опытные  специалисты,  что  не  позволяет  широко  использо¬ 
вать  имеющийся  программный  фонд  в  САПР. 

3.  Анализ  результатов  расчетов.  Опытный  специалист  сразу  по  виду 
полученных  результатов  может  определить  их  ошибочность  и  причину, 
вызвавшую  ошибку.  Провести  такой  анализ  пользователю  САПР  трудно. 
Здесь  мы  имеем  задачу  диагностики,  на  решении  которой  ЭС  себя  уже 
хорошо  зарекомендовали  [36,  50] . 

4.  Задачи  оценки  проектных  решений.  При  разработке  САПР  доста¬ 
точно  часто  встречаются  серьезные  трудности  с  формализацией  критериев 
оценки  принятия  решений.  Во  многих  случаях  не  удается  построить  це¬ 
левую  функцию  и  строго  определенное  множество  ограничений,  т.  е.  не 
удается  поставить  задачу  оптимизации  в  строгом  смысле,  как  задачу 
поиска  экстремума  целевой  функции.  На  практике  в  этом  случае  разра¬ 
батываются  диалоговые  системы,  в  которых  оценка  оптимальности  полу¬ 
ченных  результатов  остается  за  человеком,  а  поиск  оптимального  реше¬ 
ния  ведется  итерационно.  Такую  «оптимизацию»,  в  отличие  от  класси¬ 
ческой,  мы  берем  в  кавычки.  Она  широко  распространена  в  практике 
создания  САПР. 

При  работе  с  подобными  диалоговыми  системами  возникают  следую¬ 
щие  трудности:  каким  образом  видоизменять  параметры,  чтобы  двигаться 
в  нужном  направлении  поиска  «оптимального»  решения?  как  оценить, 
«оптимально»  полученное  на  некотором  шаге  итерации  решение  или  нет? 

Ясно,  что  ответы  на  эти  вопросы  имеются  у  экспертов.  Следовательно, 
путь  решения  задачи  —  формализация  знаний  экспертов  и  включение  в 
состав  ИСАПР  ЭС  поиска  «оптимального»  решения. 

2.4.  Отработка  машин,  оборудования  и  технологи¬ 
ческих  процессов.  Важная  область  применения  ЭС  —  отработка 
сложных  объектов  [44],  т.  к.  обеспечение  конкурентоспособности  и  на¬ 
дежности  создаваемой  техники  связывают  с  тщательностью  ее  отработки 
до  запуска  в  производство. 

Проблемная  область  отработки  объектов  достаточно  велика.  Например, 
в  процессе  создания  и  освоения  производства  новой  машины  тщательной 
отработке  подлежат  конструкции  машин,  система  «оператор  —  машина  — 
среда»,  новые  технологические  процессы  и  технологическое  оборудование, 
система  управления  прорізводством  машины.  Отработка  сложного  объек¬ 
та  —  интеллектуальный  процесс,  осуществляемый  в  условиях  неполной 
информации.  Программа  испытаний  разрабатывается  на  стадии  проекти¬ 
рования.  Поэтому  ЭС  для  отработки  объектов  должна  являться  составной 
частью  интегрированной  САПР. 

В  ленинградском  филиале  ИМАШ  АН  СССР  ведется  разработка  обо¬ 
лочки  ЭС  для  отработки  сложных  объектов  машиностроения.  Конкретные 
знания  в  экспертную  оболочку  вводятся  по  предложенным  формам  спе- 
циалистами-профессионалами  высокой  квалификации  в  данной  предмет¬ 
ной  области.  Инвариантные  средства  оболочки  включают  представление 
знаний  по  технологии,  информационным  и  математическим  моделям,  пра¬ 
вила  принятия  решений  типа  «если  — то»,  обучающий  курс. 

Технология  отработки  объектов  в  ЭС  представлена  логически  закон¬ 
ченной  последовательностью  процедур:  прогнозирование  процесса  отра¬ 
ботки;  моделирование  процесса  отработки  —  выбора  структуры  программы 
испытаний,  планирование  процесса  отработки  —  детализации  программы 
испытаний;  проведения  испытаний  и  принятия  решений;  обработки  про¬ 
токолов  действий  ЛПР  и  испытаний  объектов.  Первые  три  процедуры 
выполняются  на  стадии  проектирования,  остальные  —  на  стадии  испыта¬ 
ний  объекта.  Каждая  из  процедур  состоит  из  последовательности  опера¬ 
ций.  Технология  ЭС  включает  в  себя  до  50  операций.  Примерно  около 
трети  из  них  выполняются  только  с  использованием  правил  принятия 
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Таблица 

Использование  ЭС  в  АСТПП 


Название 

Область  применения 

Год 
созда- 
(  ния 

Язык 

программи¬ 

рования 

Операцион¬ 

ная 

система 

Тип  ЭВМ 

РОКЕ8Т 

Диагностика 

1984 

Пролог 

ѴАХ  11/780 

ОЛШ 

Планирование  технологиче¬ 
ского  процесса  резания 

1981 

МАСЫ8Р 

МШЛ1С8 

НВ-68 

8ІРР 

Планирование  процессов 

технологической  обработ¬ 
ки 

Планирование  процессов 

технологической  обработ¬ 
ки  сверления  отверстий 

1985 

Пролог 

ТОМ 

1982 

Паскаль 

ѴАХ  -  И 

ОСМРО 

Автоматизация  формообра¬ 
зования 

1985 

Пролог 

ШІХ 

ѴАХ  11/750 

СШТЕСН 

Выбор  средств  технологиче¬ 
ской  обработки  резанием 

1984 

— 

— 

— 

ЕХСАР 

Планирование  технологиче¬ 
ской  обработки  деталей 
вращения 

1984 

Паскаль 

ѴМ8 

11/750 

решений  в  условиях  неопределенности  типа  «если  — то»,  по  аналогии 
и  др.,  сформулированных  на  основе  суждений  и  высказываний  (опыта  и 
интуиции)  специалистов  высокой  квалификации.  Остальные  операции 
являются  или  вычислительными  или  информационными. 

В  основу  технологии  ЭС,  инвариантной  для  разных  объектов,  поло¬ 
жена  классическая  схема  управления  сложным  объектом  с  движением 
по  выбранной  траектории  и  коррекцией  в  случае  отклонения  от  нее. 

За  рубежом  вопросам  использования  ЭС  в  автоматизированных  систе¬ 
мах  технологической  подготовки  производства  (АСТПП)  уделяется  боль¬ 
шое  внимание.  В  подтверждение  этому  ниже  приводится  таблица,  в  ко¬ 
торой  дан  ряд  ЭС  в  этой  области;  составленная  по  данным  [15,60,62, 
63,  68] . 

3.  Методы  ИИ  в  проектировании  и  эксплуатации  ядерных  энергети¬ 
ческих  установок.  Применение  ИСАПР  дает  наиболее  значительный  эф¬ 
фект,  особенно  в  плане  повышения  качества  проектов  и  надежности  экс¬ 
плуатации,  при  проектировании  очень  сложных  объектов.  С  этой  точки 
зрения  представляет  интерес,  как  обстоят  дела  с  ИСАПР  при  проекти¬ 
ровании  ЯЭУ.  Рассмотрим  ИСАПР  ФОРА  (Формирование  Облика  Реак¬ 
тора  Атомного)  [17—19].  Это  одна  из  первых  отечественных  САПР  ЯЭУ, 
в  которой  последовательно  был  реализован  принцип  построения  «от  зна¬ 
ний».  В  ней  удалось  преодолеть  противоречие  между  разобщенностью 
разработчиков  и  единством  проектирования  ЯЭУ  путем  замены  непосред¬ 
ственного  взаимодействия  проектировщика  с  узкими  специалистами  на 
взаимодействие  с  САПР,  использующей  их  формализованные  знания. 

САПР  ФОРА  позволяет  пользователю  —  конструктору  в  режиме  диа¬ 
лога  «собрать»  конструкцию  ЯЭУ  из  типовых  конструктивных  элементов 
(КЭ),  провести  расчетный  анализ  каждого  КЭ  и  ЯЭУ  в  целом.  В  базе 
знаний  системы  находится  информация,  описывающая  конструкцию  ЯЭУ, 
отражающая  накопленный  опыт  проектирования  и  включающая  в  себя 
выделенное  по  функциональным  признакам  множество  допустимых  свя¬ 
зей,  определяющих  возможные  варианты  структуры  ЯЭУ.  Знания  о  кон¬ 
струкциях  ЯЭУ  представлены  в  виде  сети  иерархий. 

Знания  по  расчету  конструкции  представлены  в  виде  ППП.  Однако 
с  хорошей  степенью  адекватности  представлять  такие  знания  только  па¬ 
кетом  программ  не  удается,  поскольку  специалисты  на  основе  своего 
опыта  и  интуиции,  как  правило,  вносят  поправки  в  полученные  резуль¬ 
таты.  Поэтому  система  использует  дополнительно  экспертные  знания, 
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•формализованные  в  виде  поправочных  коэффициентов  и  соответствующие 
пессимистической,  нейтральной  и  оптимистической  экспертной  оценкам. 

Подход  «от  знаний»  при  решении  задач  проектирования  ЯЭУ  в  САПР 
ФОРА  позволил  обеспечить  быстрое,  простое  и  надежное  расширение 
возможностей  системы  в  части  генерации  новых  вариантов  ЯЭУ  за  счет 
добавления  в  базу  знаний  информации  о  новых  КЭ  или  типах  ЯЭУ;  удоб¬ 
ный  и  легко  перестраиваемый  диалог  пользователя  с  ЭВМ;  настройку 
инвариантного  ядра  системы  на  новые  предметные  области,  в  частности 
машиностроительные  агрегаты,  процесс  проектирования  которых  близок 
к  ЯЭУ. 

В  заключение  остановимся  на  системах  диагностики  и  системах  типа 
«советчик  оператора»  для  ЯЭУ.  Хотя  эти  системы  прямо  не  связаны  с 
ИСАПР,  однако  имеют  очень  важное  значение  для  безопасности  эксплуа¬ 
тации  установок  и  в  силу  этого  быстро  развиваются.  ЭС  является  основ¬ 
ным  инструментарием  для  разработки  подобных  систем.  Знания  по  ди¬ 
агностике  и  опыт  по  управлению  установками  хорошо  описываются  фрей¬ 
мово-продукционными  моделями  представления  знаний,  характерными 
для  ЭС.  Классический  процедурный  подход  здесь  малоэффективен.  Ти¬ 
пичные  примеры  правил  из  базы  знаний  диагностической  системы: 

Если  (Ситуация)  то  (Причина)  и  (Совет) 

Если  (ТЦНПК  больше  185) 
то  (снижение  расхода  3-го  контура) 

и  (Проверьте  полное  открытие  арматуры  отсечки  ЦНПК  3-го  кон¬ 
тура. 

При  сохранении  предупредительной  сигнализации 

переведите  МЗК  и  М4К  на  БС 

или 

Переведите  ЦНПК  на  МС 
или 

Остановите  аварийный  ЦНПК) 

Если  (Р/К  больше  20) 
то  (неисправность  пока  не  обнаружена) 

и  (Приведите  давление  в  I  контуре  в  норму  путем  откачки  в  запас¬ 
ные  баллоны) 

Активно  проводятся  такие  работы  и  за  рубежом. 

Общий  принцип  работы  советчика  оператора  может  быть  следующим. 
С  заданным  интервалом  периодически  опрашиваются  все  датчики.  Дан¬ 
ные  от  них  поступают  в  базу  фактов.  Также  периодически  последова¬ 
тельно  проверяются  все  правила  в  базе  знаний.  Результаты  по  сработав¬ 
шим  правилам  выдаются  на  устройство  визуализации  в  зависимости  от 
установленных  приоритетов. 

Познакомиться  с  принципами  построения  указанных  систем  и  при¬ 
мерами  их  промышленной  реализации  можно  по  публикациям  [51,52]. 
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В.  Л.  ВОЛКОВ,  П.  В.  ПАКШИН 

ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ  ЧИСЛОВАЯ  СИСТЕМА  В  АЛГОРИТМАХ 
УПРАВЛЕНИЯ  И  ОБРАБОТКИ  ИНФОРМАЦИИ 

Разработана  программная  версия  логарифмической  числовой  системы  для  типо¬ 
вых  микропроцессоров  Іпіеі  8080,  Іпіеі  8086.  Показано,  что  при  использовании  ло¬ 
гарифмической  арифметики  на  процессоре  Іпіеі  8080  реализуются  быстродействую- 
щие  алгоритмы  управления,  которые  не  реализуемы  на  этом  процессоре  при  ис¬ 
пользовании  традиционных  числовых  систем  с  фиксированной  и  плавающей  точкой. 
Анализ  проведен  на  примере  программной  реализации  стационарного  фильтра  Кал- 
мана  и  линейного  алгоритма  управления. 

Введение.  В  настоящее  время  часто  возникает  необходимость  обработ¬ 
ки  цифровой  информации  с  высокой  скоростью,  умеренной  точностью  и 
в  широком  динамическом  диапазоне.  Примером  могут  служить  системы 
автоматического  управления  реального  времени,  использующие  оценива¬ 
ние  вектора  состояния  объекта  управления  и  реализующие  алгоритмы 
оптимального  управления. 

Традиционные  числовые  системы  представления  цифровой  информа¬ 
ции  с  фиксированной  и  плавающей  точками  не  дают  достаточного  быстро¬ 
действия  в  широком  динамическом  диапазоне  чисел  (особенно  арифмети¬ 
ка  на  основе  числовой  системы  с  плавающей  точкой).  Кроме  того,  при¬ 
менение  арифметики  с  фиксированной  точкой  требует  большой  подгото¬ 
вительной  работы  по  масштабированию  переменных.  Арифметика,  осно¬ 
ванная  на  числовой  системе  в  остаточных  классах  [1],  дает  высокую 
скорость  в  цифровых  алгоритмах,  но  трудноприменима  из-за  сложности 
операций  масштабирования,  округления,  сравнения.  Существующие  ис¬ 
следования  логарифмической  арифметики  [2,3]  показывают  ее  сущест¬ 
венные  преимущества  по  быстродействию  относительно  арифметики  с 
плавающей  и  даже  с  фиксированной  точками.  Однако  применение  лога¬ 
рифмической  числовой  системы  в  цифровых  алгоритмах  эффективно  при 
соответствующем  согласовании  с  датчиками  первичной  информации  и 
потребителями  результатов  работы  цифровых  алгоритмов,  например  ап¬ 
паратными  средствами  [2]  или  программными  средствами  [4].  Разра¬ 
ботке  вопросов  применения  логарифмической  числовой  системы  в  цифро¬ 
вых  алгоритмах  в  настоящее  время  уделяется  серьезное  внимание.  Раз¬ 
рабатываются  быстродействующие  спецпроцессоры  с  логарифмической 
арифметикой  [3] ,  решаются  вопросы  совмещения  преимуществ  арифме¬ 
тики  с  плавающей  точкой  и  логарифмической  арифметики  в  едином  про¬ 
цессоре  [5] . 

В  данной  статье  приводятся  краткие  сведения  о  логарифмической  чис¬ 
ловой  системе,  исследуется  разработанная  авторами  программная  реали¬ 
зация  логарифмической  арифметики  и  алгоритмов  согласования  числовых 
систем  на  типовых  микропроцессорах.  В  статье  разработаны  вопросы 
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организации  линейного  алгоритма  управления  в  пространстве  состояний 
объекта  управления,  проведен  анализ  быстродействия  цифрового  алго¬ 
ритма  управления  при  использовании  программных  моделей  логарифми¬ 
ческой  числовой  системы  для  микропроцессора  Іпіеі  8080  (КР580ВМ80А) . 

1.  Краткая  характеристика  логарифмической  числовой  системы.  Лога¬ 
рифмическая  числовая  система  [6]  основана  на  логарифмическом  пред¬ 
ставлении  чисел.  В  данной  работе  используется  следующий  вариант  пред¬ 
ставления  числа  X : 

где  еь=1о%в\Х\  —  число,  содержащее  целую  и  дробную  части.  Логариф¬ 
мический  формат  числа  X  содержит  знаковый  разряд  числа  и  логариф¬ 
ма,  а  также  разряды  целой  и  дробной  частей  логарифма.  Знак  числа 
кодируется  единицей  для  минуса  и  нулем  для  плюса;  знак  логарифма 
числа  кодируется  единицей  для  плюса  и  нулем  для  минуса.  Отрицатель¬ 
ные  значения  логарифмов  чисел  представляются  в  дополнительном  коде. 
В  8-разрядном  логарифмическом  формате  три  младших  разряда  пред¬ 
назначены  для  дробной  части  логарифма,  три  следующих  разряда  —  для 
целой  части,  разряд,  предшествующий  логарифму  числа,  предназначен 
для  знака  логарифма,  последний  (старший)  разряд  предназначен  для 
знака  числа.  В  16-разрядном  логарифмическом  формате  для  дробной 
части  логарифма  предназначены  восемь  младших  разрядов,  для  целой 
части  —  следующие  шесть  разрядов,  затем  следуют  два  более  старших 
разряда:  знак  логарифма  и  знак  числа. 

Рассмотрим  реализацию  основных  арифметических  действий  в  лога¬ 
рифмической  числовой  системе.  Наиболее  просто  реализуются  операции 
умножения  и  деления.  Логические  условия  работы  алгоритма  умножения 
чисел  X  и  У  по  всем  разветвлениям  отражены  в  табл.  1. 

В  этой  таблице  X  произвольная  величина  к= 0,1. 

Алгоритм  деления  чисел  А,  У  в  логарифмическом  формате  во  многом 
сходен  алгоритму  умножения.  Исключение  составляет  обработка  ано¬ 
мальных  исходных  данных:  деление  ноль  на  ноль;  деление  ноль  на  чис¬ 
ло;  деление  числа  на  ноль.  Условия  работы  алгоритма  деления  по  всем 
ветвям  представлены  в  табл.  2. 

В  алгоритме  сложения  знаковых  чисел  логарифм  результата 

е2—1о%в\Х+У\  (1.1) 

вычисляется  с  использованием  таблицы  корректирующих  значений.  На¬ 
пример,  при  исходных  числах  Хи  У  одинакового  знака  и  при  условии 
ех>еу  логарифм  результата  вычисляется  в  виде 

е^=ех~^~Р \(вх  ^у),  (1-2) 

где  Рі(ех—еУ)  —  корректирующее  значение.  В  работе  [2]  функция 
Р і(ех—еу)  найдена  теоретически  путем  простых  преобразований  (1.1)  и 
(1.2): 

Рі(к)=  Іо^(1+О~к),  (1.3) 

где  К=ех—еУ. 

Кроме  рассмотренного  варианта  сложения  (вычитания),  в  логариф¬ 
мическом  формате  следует  выделить  еще  варианты:  X  и  У  одинакового 
знака  и  ех<еу ;  Хи  У  разного  знака  и  ех>еУ;  X  и  У  разного  знака  и 

Аналогичными  преобразованиями  получены  соотношения  для  вычис¬ 
ления  результата  для  всех  вариантов.  Эти  соотношения  сведены  в  табл.  3. 

2.  Программная  реализация  логарифмической  числовой  системы.  Опе¬ 
рации  умножения,  деления,  сложения  и  вычитания  в  логарифмической 
числовой  системе  были  реализованы  программно  в  соответствии  с  табл. 
1.1  — 1.3  на  распространенных  микропроцессорах  серий  Іпіеі  8080 
(КР580ВМ80А)  и  Іпіеі  8086  (К1810ВМ86).  Проведено  сравнение  основ- 
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Таблица  1 


X 

У 

8ідп  ех 

8ідп  еу 

8І&П  еу 

Результат 

ФО 

^0 

1 

0 

к 

ег=ех+еу 

=^0 

ФО 

0 

1 

к 

с  7=е  у  “Ь  е  у 

0 

X 

0 

к 

к 

2=0 

X 

0 

к 

0 

к 

2=0 

ФО 

^0 

1 

1 

0 

^0 

1 

1 

1 

Іе2І=тах 

ФО 

Ф0 

0 

0 

0 

2=0 

ФО 

=^о 

0 

0 

1 

ег=ех+еу 

Таблица  2 


х 

У 

8І^11  ех 

8ідп  еу 

8і&п 

Результат 

0 

X 

0 

0 

к 

2=0 

=*=0 

0 

0 

0 

к 

Іе2І=шах 

^0 

^0 

1 

1 

к 

1 

* 

II 

N 

^0 

^0 

1 

0 

1 

1  ег\  =тах 

=^0 

Ф0 

1 

0 

0 

е  г=е  х—еу 

ФО 

0 

0 

к 

ег=ех—еу 

=^0 

Ф0 

0 

1 

1 

е  г=е  Х—еу 

ФО 

ФО 

0 

1 

0 

2=0 

Таблица  3 


Исходные  операнды 

Результирующий 

операнд 

8щп  X 

8і&п  У 

ех  >  еу 

8іеп2 

1 

1 

1 

1 

е7=ех+Рі{К) 

1 

1 

0 

1 

ег=еу+Рі(^) 

1 

0 

1 

1 

е2=ех+Р  2  (7^) 

1 

0 

0 

0 

ег=еу+Р2(Ю 

0 

1 

1 

0 

е2=ех+Р2(К) 

0 

1 

0 

1 

е%=еу+Р  2  (№) 

0 

0 

1 

0 

е2=ех+Рі(К) 

0 

0 

0 

0 

ег=еу+Р  і  (ЛГ) 

В  таблице  обозначено  Р2(^)  =1о^с(1-2)_2Ѵ') ;  N=еу— ех. 


Таблица  4 


Параметр  арифметики 

Логарифмическая 
арифметика 
(8  разрядов) 

Арифметика  с  фик¬ 
сированной  точкой 
(16  разрядов) 

Максимальное  время  выполнения  (тактов) : 
сложение 

122 

72 

умножение 

90 

695 

деление 

96 

660 

Динамический  диапазон  чисел 

5.86- ІО4 

3.2768- ІО4 

Максимальная  относительная  погрешность 

0.045 

1.0 

ыых  характеристик  разработанной  программной  версии  логарифмической 
арифметики  с  программной  версией  арифметики  с  фиксированной  точкой 
при  условии  равного  или  близкого  динамического  диапазона  чисел.  Один 
из  наиболее  характерных  результатов  сравнения  представлен  в  табл.  4. 
При  составлении  этой  таблицы  использованы  данные  пз  [7,8] .  Из  анализа 
этой  таблицы  следует,  что  при  удовлетворении  требований  на  погрешно¬ 
сти  вычислений  логарифмическая  арифметика  обладает  преимуществом 
в  тех  алгоритмах,  где  число  аддитивных  операций  (сложения  и  вычи- 
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тания)  не  более  чем  в  20  раз  превышает  число  мультипликативных  опе¬ 
раций  (умножения  и  деления).  Это  преимущество  будет  весьма  значи¬ 
тельным  (в  5—6  раз)  в  тех  алгоритмах,  где  содержится  примерно  равное 
число  аддитивных  и  мультипликативных  операций.  Такое  свойство  ха¬ 
рактерно  для  современных  алгоритмов  управления  и  обработки  инфор¬ 
мации,  в  которых  широко  используются  процедуры  матричной  и  линей¬ 
ной  алгебры.  Следует  к  тому  же  учесть,  что  в  связи  с  использованием 
стандартных  разрядных  сеток  (8  и  16  бит)  динамический  диапазон  чисел 
логарифмической  арифметики  оказывается  завышенным.  При  использо¬ 
вании  нестандартных  разрядных  сеток  может  быть  достигнуто  еще  боль¬ 
шее  преимущество  в  быстродействии. 

Корректирующая  таблица,  используемая  при  аддитивных  операциях, 
требует  объема  памяти  256  байт.  Постоянное  хранение  такой  таблицы  в 
памяти  не  проблема. 

3.  Согласование  логарифмической  числовой  системы  с  традиционны¬ 
ми  числовыми  системами.  Применение  программных  моделей  логариф¬ 
мической  арифметики  в  информационно-измерительных  системах  или 
системах  управления  на  базе  существующих  микропроцессоров  требует 
решения  вопросов  ее  согласования  с  числовой  системой  фиксированной 
точки.  Переход  от  одной  числовой  системы  к  другой  в  этом  случае  дол¬ 
жен  иметь  простую  реализацию,  позволяющую  сохранить  преимущества 
логарифмической  арифметики.  В  статье  рассмотрено  программное  реше¬ 
ние  вопроса  быстрого  взаимного  перехода  от  одной  числовой  системы  к 
другой. 

Вопрос  согласования  логарифмической  числовой  системы  с  системой 
фиксированной  точки  рассматривался  в  [4,9,10].  В  этих  работах  преоб¬ 
разование  целого  двоичного  числа 

т 

N  =  ^2,2* 

і  =  0 

(т  —  старший  разряд  числовой  системы  с  фиксированной  точкой;  при¬ 
нимает  значение  0  или  1  соответственно  двоичному  коду  числа  N)  в  ло¬ 
гарифмический  формат  осуществляется  на  основе  представления  N  в  виде 

т 

ІѴ=2*(і+Хі  2,2*"*), 

»=0  ,іфк 

где  к  —  старший  значащий  разряд  числа  N.  В  этом  случае  двоичный  ло¬ 
гарифм 

1о&2  ІѴ=/с+1о^2  (1+е)  (3.1) 

при 

т 

е  =  X)  2,-2*-\ 

г=0,  іфк 

находится  по  его  целой  части  К  и  дробной  части  1о^2(1+в)  (такое  соот¬ 
ветствие  следует  из  того,  что  0^е<1).  Основная  трудность  в  реализации 
(3.1)  состоит  в  определении  1о^2(1+е).  Авторы  работ  [4,9]  используют 
линейную  аппроксимацию  1о^2(1+е)=ае+&,  требующую  операций  умно¬ 
жения,  деления,  сложения,  что  в  свою  очередь  существенно  снижает 
быстродействие  преобразования.  В  работе  [10]  преобразование  двоич¬ 
ного  числа  в  логарифм  осуществляется  аппаратно. 

В  данной  работе  рассматривается  табличный  способ  определения 
1о^2(1+е),  легко  реализуемый  как  для  8-разрядного  логарифмического 
формата,  так  и  для  16-разрядного.  В  памяти  составляется  таблица  Р{г)  — 
=1о^2(1Н-г),  обращение  к  которой  осуществляется  по  адресу,  соответст¬ 
вующему  коду  е. 
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Таблица  5 


Преобразование 


параметр 

прямое 

обратное 

Минимальное  время,  такт 

63 

167 

Миксимальное  время,  такт 

469 

481 

Среднее  время,  такт 

263 

293 

Объем  памяти  таблицы,  байт 

256 

8 

Обратное  преобразование  логарифмического  формата  в  формат  с  фик- 
сированной  точкой  также  основано  на  табличном  вычислении  функции 
1+8  по  известному  ее  логарифму.  В  этом  случае  Іо^2(1  +  в)  представляет 
дробную  часть  логарифмического  формата  числа,  а  двоичный  код  такой 
дробной  части  рассматривается  как  адрес  элемента  таблицы  соответст¬ 
вующего  антилогарифма. 

Основные  характеристики  преобразования  16-разрядного  числа  с  фик¬ 
сированной  точкой  в  8-разрядное  число  в  логарифмическом  формате  в 
наоборот  представлены  в  табл.  5. 

Рассматриваемая  логарифмическая  числовая  система  применима  на 
микропроцессоре  Іпіеі  8080  (КР580ВМ80А)  при  малом  числе  согласова¬ 
ний  формата  с  фиксированной  точкой  и  логарифмического  формата  по 
сравнению  с  числом  арифметических  операций  умножения  и  деления. 
В  сложных  цифровых  різ мерительных  системах  и  системах  управления 
на  основе  логарифмической  арифметики  алгоритмы  фильтрации  и  управ¬ 
ления  реализуются  линейной  комбинацией  сигналов  и  требуют  ~50% 
времени  непосредственно  на  арифметические  операции,  —45%  на  орга¬ 
низацию  этих  операций  в  соответствии  с  алгоритмом  и  —5%  на  согла¬ 
сование  числовой  системы  фиксированной  точки  и  логарифмической  чис¬ 
ловой  системы.  В  таких  системах  оправдано  рассмотренное  программное 
согласование  числовых  систем. 

4.  Анализ  программной  реализации  линейного  алгоритма  фильтрации 
и  управления  в  логарифмической  числовой  системе.  Рассмотрим  линей¬ 
ную  стационарную  систему,  описываемую  разностным  уравнением  со¬ 
стояния: 

х{к+ 1)  =Ах(к)  -\~Ви{к)+ѵ{к) .  (4.1) 

Измеряемые  датчиками  первичной  информации  переменные  описы¬ 
ваются  уравнением 

у(к)=Сх(к)^{к).  (4.2) 

Здесь  х (к)  — тг-мерный  вектор  состояния  объекта  управления;  и  (к)— 8 - 
мерный  вектор  управления;  у(к)—т- мерный  вектор  измерений;  ѵ{к)9 
N  (к)  —  векторы  белых  гауссовых  шумов;  А,  В,  С  —  постоянные  матрицы 
соответствующих  размеров. 

Алгоритм  управления  объектом  (4.1)  имеет  вид 

іг(/с+1)  =Ь%  (&+1) ,  (4-3) 

где  %(к)  —  оценка  вектора  состояния,  формируемая  стационарным  фильт¬ 
ром  Калмана: 

^  (к+ 1 )  =Ръ  (к)  +Си(к)  +Ну  (к) ,  (4.4) 

Р,  С,  Я,  Ь  —  постоянные  матрицы  размером  пХп ,  пХз,  пХт ,  зХп. 

Последовательность  матричных  операций  при  вычислениях  (4.3), 
(4.4)  следующая:  Е—Рт,\  Е—ЕЛ-Сщ  Е=Е+Ну\  и=ЬЕ.  Здесь  использу¬ 
ются  две  базовые  матричные  процедуры  ( Е=А°Ъ ,  Е=Е+А°Ъ,  где  би¬ 
векторы,  А0  —  прямоугольная  матрица).  Эти  матричные  процедуры  реали¬ 
зованы  программно  для  микропроцессора  Іпіеі  8080  (КР580ИК80А) .  Ана- 
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лиз  составленных  программ  с  учетом  данных  табл.  4  показывает,  что 
среднее  время  выполнения  процедур  в  машинных  тактах  определяется 
соотношениями: 

—  для  Е=Л°Ъ 

ТІС=  [256+314  (г—  1 )  ]  р+10;  (4.5) 

—  для  Е=Е+А°Ъ 

Г2с=  [367+314  (/—!)]/?+ 10,  (4.6) 


где  I  —  размерность  вектора  Ъ;  р  —  число  строк  матрицы  А0. 

Программная  реализация  соотношения  (4.4)  с  использованием  мат¬ 
ричных  процедур,  процедуры  ввода  измерений  и  преобразования  в  лога¬ 
рифмический  формат  с  учетом  (4.5),  (4.6)  и  табл.  4  и  5  дает  среднее 
время  вычисления  вектора  оценки  2  в  тактах: 

Г2с=441+гс  [314 (лг+5 — лгг)  +48] .  (4.7) 


Вычисление  вектора  управления  (4.3),  его  преобразование  в  формат 
с  фиксированной  точкой  и  вывод  потребителям  имеет  следующее  макси¬ 
мальное  и  среднее  время  в  тактах: 


Тит=7А6+п  [350  (гс+2$+т?г)  +25]  +492$+563т,  (4.8) 

7+0=746+^  [314(?г+2$+т)  +48]  +334$+357т.  (4.9) 


С  учетом  того,  что  в  матрицах  Е,  С ,  Я,  Ь ,  как  правило,  ряд  элементов 
нулевые  и  переменные  к,  г/,  ъ  имеют  достаточно  широкое  изменение  в 
допустимом  динамическом  диапазоне,  на  практике  имеет  место  среднее 
время  формирования  вектора  управления,  определяемое  соотношением 
(4.9). 

По  формуле  (4.9)  подсчитано  среднее  время  формирования  вектора 
управления  в  достаточно  сложной  системе  автоматического  управления 
(при  п— 10,  т= 4,  5=3).  Оно  составляет  0.026  с  (максимальное  время  по 
формуле  (4.8)  равно  0.0302  с).  В  отличие  от  логарифмической  числовой 
системы,  традиционная  система  с  фиксированной  точкой  дает  среднее 
время  формирования  вектора  управления  в  рассматриваемом  примере  па 
уровне  0.12  с,  т.  е.  примерно  в  5  раз  больше.  Учитывая  также  более 
широкий  динамический  диапазон  чисел  знаковой  логарифмической  чис¬ 
ловой  системы  по  сравнению  с  16-разрядной  знаковой  числовой  системой 
с  фиксированной  точкой,  можно  рекомендовать  разработанную  авторами 
логарифмическую  числовую  систему  для  использования  в  быстродейст¬ 
вующих  системах  автоматического  управления  и  обработки  информации?, 
в  которых  не  требуется  высокая  точность  вычислений.  Суммарный  объем 
памяти  для  хранения  корректирующей  таблицы  и  таблиц  преобразований 
составляет  520  байт. 

Заключение.  Исследованию  логарифмической  числовой  системы  в  по¬ 
следние  годы  уделялось  пристальное  внимание;  об  этом  свидетельствуют 
многочисленные  публикации  зарубежных  и  отечественных  авторов.  К  до¬ 
стоинствам  логарифмической  числовой  системы  следует  отнести  широкий 
динамический  диапазон  чисел,  позволяющий  избежать  операций  масшта¬ 
бирования  операндов  при  решении  задач  управления  и  приемлемую  точ¬ 
ность  для  алгоритмов  обработки  информации  и  управления.  При  этом 
реализация  цифровых  алгоритмов  управления  и  обработки  информации 
возможна  на  простых  8-разрядных  микропроцессорах  типа  Іпіеі  8080. 

Рассмотренная  здесь  программная  реализация  логарифмической  ариф¬ 
метики  использует  основание  логарифма  і25=2.  Выбор  такого  основания 
был  связан  исключительно  с  удобствами  программирования,  в  то  время 
как  для  достижения  численной  устойчивости  алгоритма,  требуемой  точ¬ 
ности  вычислений  и  динамического  диапазона  чисел  может  потребовать¬ 
ся  другая  величина  3).  Один  из  возможных  подходов  к  обоснованному 
выбору  основания  3)  логарифмической  числовой  системы  предложен  в 

[И]. 
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Применение  логарифмической  системы  в  сложных  цифровых  алгорит¬ 
мах  дает  преимущества  по  быстродействию  относительно  традиционных 
числовых  систем.  Выигрыш  в  быстродействии  достаточно  сложного  алго¬ 
ритма  управления  на  основе  логарифмической  числовой  системы  относи¬ 
тельно  числовой  системы  с  фиксированной  точкой  по  исследованиям, 
приведенным  в  дайной  статье,  почти  пятикратный.  Постоянное  хранение 
в  памяти  корректирующей  таблицы  для  аддитивных  операций  и  таблиц 
преобразований  форматов  не  создает  дополнительных  трудностей,  т.  к. 
требуемый  объем  памяти  невелик  (520  байт) . 

Согласование  логарифмической  числовой  системы  и  числовой  системы 
с  фиксированной  точкой  программным  путем  дает  возможность  не  изме¬ 
нять  традиционную  аппаратную  часть  систем  управления  (аналого-циф¬ 
ровые  и  цифро-аналоговые  преобразователи).  Обработка  информации  и 
формирование  вектора  управления  в  этом  случае  выполняется  в  лога¬ 
рифмической  числовой  системе,  а  ввод  измеряемых  сигналов  и  вывод 
управляющих  воздействий  осуществляется  в  формате  с  фиксированной 
точкой. 

Рассмотренная  8-разрядная  логарифмическая  числовая  система  обла¬ 
дает  невысокой  точностью.  Для  повышения  точности  необходимо  увели¬ 
чивать  число  разрядов.  При  этом  сохраняются  преимущества  по  сравне¬ 
нию  с  эквивалентными  по  динамическому  диапазону  числовыми  система¬ 
ми  с  фиксированной  и  плавающей  точками.  Определенные  трудности  воз¬ 
никают  из-за  возрастания  объема  памяти  для  хранения  таблиц,  однако 
можно  предложить  эффективные  способы  ее  сокращения,  которые  здесь 
не  рассматриваются  из-за  ограниченного  объема. 

Развитие  логарифмической  числовой  системы  для  цифровых  алгорит¬ 
мов  управления  и  обработки  информации  целесообразно  в  направлении 
аппаратной  реализации  спецпроцессоров  с  логарифмической  арифмети¬ 
кой,  дополняющих  основной  процессор  с  числовой  системой  фиксирован¬ 
ной  или  плавающей  точками.  Применение  логарифмических  процессоров, 
даже  созданных  по  традиционной  промышленной  технологии,  позволит 
существенно  увеличить  быстродействие  при  сохранении  характеристик 
точности  и  динамического  диапазона. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ  МЕТОДЫ  ДИАГНОСТИРОВАНИЯ 
ТЕХНИЧЕСКИХ  СИСТЕМ 

Ставится  задача  диагностирования  сложных  технических  систем  (ТС),  приводят¬ 
ся  перечень  взаимосвязанных  формализованных  этапов  ее  решения  и  основные  по¬ 
казатели  эффективности  диагностирования  ТС. 

Представлен  обзор  существующих  математических  методов  диагностирования  ТС 
в  соответствии  с  приведенной  постановкой  задачи. 

Анализируются  особенности  применения  математических  методов  и  эффектив¬ 
ность  диагностирования  ТС  в  классах  тестового  и  функционального  диагностирования. 

Введение.  При  создании  сложных  технических  систем  (ТС)  совре¬ 
менные  методы  и  средства  вычислительной  техники,  постоянное  развитие 
и  совершенствование  элементной  базы  позволяют  путем  математического 
и  полунатурного  моделирования  отработать  адекватную  математическую 
модель  функционирования  реальной  ТС,  номинальные  значения  парамет¬ 
ров  которой  обеспечивают  заданные  показатели  качества  ее  функциони¬ 
рования. 

Задача  диагностирования  является  неотъемлемой  частью  создания 
ТС,  так  как  ее  решение  направлено  на  выявление  причин  отклонений  по¬ 
казателей  качества  от  заданных  значений,  т.  е.  причин  нарушения  пра¬ 
вильного  функционирования  ТС,  потери  ее  работоспособности  и  исправ¬ 
ности. 

Наряду  с  использованием  для  целей  диагностирования  математиче¬ 
ской  модели  функционирования  ТС  широкое  применение  находят  спе¬ 
циальные  диагностические  модели,  описывающие  связи  между  техниче¬ 
ским  состоянием  ТС  и  измеряемыми  характеристиками  системы.  Диагно¬ 
стические  модели  получают  в  результате  применения  специальных  мето¬ 
дов  аппроксимации  математических  моделей  функционирования  ТС.  На¬ 
пример,  построение  диагностических  аналитических  моделей  осуществля¬ 
ется  методами  малого  параметра  и  функции  чувствительности  графоана¬ 
литические  модели  базируются  на  теории  множеств  и  теории  графов, 
функционально-логические  модели  применяют  методы  теории  логики  и 
логических  функций,  информационные  модели  используют  методы  тео¬ 
рии  вероятностей  и  математической  статистики  и  т.  д. 

Основные  принципы  и  способы  разработки  диагностических  моделей 
ТС  изложены  в  [1—9,  74] . 

Особенность  применения  специальных  диагностических  моделей  со¬ 
стоит  в  том,  что  в  процессе  аппроксимации  модели  функционирования 
неизбежно  возникает  ошибка  аппроксимации,  которая  является  одним 
из  основных  источников  методической  ошибки  результатов  диагности¬ 
рования  [42] . 
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Процедура  выбора  того  или  иного  вида  модели  не  формализуется  и 
основана  на  физических  процессах,  происходящих  в  ТС  под  воздействием 
внешних  и  внутренних  факторов.  Поэтому  при  дальнейшем  обсужде¬ 
нии  математическая  модель  ТС  (диагностическая,  либо  модель  функцио¬ 
нирования)  рассматривается  в  качестве  исходных  данных  методов  ре¬ 
шения  задачи  диагностирования. 

Математическая  модель  ТС  количественно  определяет  связи  между 
входными  воздействиями  и  реакциями  на  них  и  считается  полностью 
известной,  если  известны:  вид  модели  (алгебраические,  дифференциаль¬ 
ные,  разностные  уравнения  различных  типов,  конечные  автоматы  и  т.  п.) 
и  номинальные  значения  параметров  модели,  обеспечивающие  заданную 
величину  показателю  качества  функционирования  ТС. 

1.  Общие  требования  к  постановке  задачи.  В  общем  виде  диагности¬ 
ческая  модель  и  модель  функционирования  ТС  для  целей  диагностиро¬ 
вания  на  интервале  времени  ее  эксплуатации  [С,  і)  представляется 
в  виде 

Е:{*7}Х{Х}Х{Х}Х[*0,  і)-{Х}Х[іо,  I ),  (1.1) 

где:  {И}  —  множество  значений  вектора  Ѵ=  (щ,  и2, . . . ,  ит)  рабочих  вход¬ 
ных  воздействий;  {X}  —  множество  значений  вектора  X  =  (щ,  п2, . . . ,  Пі) 
мешающих  возмущений  и  помех  с  известными  статистическими  харак¬ 
теристиками;  { К }  —  множество  допустимых  значений  совокупности  пара¬ 
метров  К=(к{,  к2, . . . ,  кг)  с  известным  номинальным  значением  КЯ^{К}\ 
{X}  —  множество  значений  совокупности  выходных  реакций  Х={хи  х2, . . . 
^..,хя);  /^  —  однозначное  отображение  элементов  множеств  {С/},  {X}, 
{X}  в  элементы  множества  {X}.  Если  отображение  Р  неоднозначно,  то 
одним  и  тем  же  значениям  входных  воздействий  и  параметров  ТС  будут 
соответствовать  различные  выходные  реакции  и  решение  задачи  диагно¬ 
стирования  таких  ТС  становится  некорректным. 

Показатель  качества  функционирования  ТС,  как  правило,  задается  в 
виде  векторного  функционала  Ф=(фі,  ср2,  ...,срѵ).  Для  каждой  компонен¬ 
ты  фг,  і=  1,  ѵ,  исходя  из  технических  требований  к  ТС,  определяются 
допустимые  значения  в  виде  замкнутых  интервалов  [фг1,  фг2] ,  і= 1,  ѵ, 
позволяющих  судить  о  целесообразности  применения  ТС  по  назначению. 
Если  фг^  [фг1,  фг2] ,  то  система  используется  по  назначению,  если  фг^ 
^  [фг1,  фг2] ,  то  система  неработоспособна  и  требует  диагностирования  и 
восстановления. 

Координаты  Ф  являются  независимыми  и  задаются  двумя  эквивалент¬ 
ными  способами: 

—  на  множествах  {X},  {X}  и  { К }  в  виде 

Ф:  {С/}Х{Х}Х{Х}Х[*0,  (1.2) 

где  Нѵ  —  пространство  действительных  чисел; 

—  на  множествах  {С/},  (X)  и  {X} 

Ф  :  (С/}Х{Х}Х{Х}Х[С,  і)^Н\  (1.3) 

-Эквивалентность  способов  (1.2)  и  (1.3)  обусловлена  однозначным  ото¬ 
бражением  Р. 

Независимо  от  заданных  исходных  данных,  т.  е.  вида  модели  (1.1) 
я  способов  задания  Ф  (1.2)  или  (1.3),  диагностирование  ТС  включает  в 
себя  формализованные  решения  следующих  взаимосвязанных  задач: 

—  определение  пространства  технических  состояний  ТС  и  вектора  тех¬ 
нического  состояния  в  этом  пространстве; 

—  разделение  пространства  технических  состояний  на  множества,  ха¬ 
рактеризующие  виды  технических  состояний; 

—  выбор  измеряемых  характеристик  ТС,  позволяющих  однозначно 
определить  вид  технического  состояния; 


185 


—  разработку  математической  модели  перехода  от  одного  вида  техни¬ 
ческого  состояния  к  другому; 

—  обоснование  критерия  принятия  решения  о  виде  технического  со¬ 
стояния  по  результатам  измерений,  минимизирующего  заданную  функ¬ 
цию  потерь  и  позволяющего  оценить  достоверность  диагностирования; 

—  синтез  оптимального  алгоритма  определения  вида  технического  со¬ 
стояния  (алгоритма  поиска  неисправностей) ; 

—  задание  способа  управления  видом  технического  состояния  с  целью* 
обеспечения  работоспособности  ТС  (восстановления  ТС). 

Последняя  задача  не  относится  к  диагностированию  ТС,  а  относится 
к  задаче  управления  по  результатам  диагностирования.  Однако  в  боль¬ 
шом  количестве  работ,  среди  которых  выделим  [10—17,  75—79],  направ¬ 
ленных  на  создание  отказоустойчивых  (живучих)  ТС,  задачи  диагности¬ 
рования  и  управления  рассматриваются  в  неразрывной  связи,  так  как 
имеют  общую  цель  —  сохранение  работоспособности  ТС.  При  этом  ме¬ 
тоды  диагностики  оказывают  существенное  влияние  на  аппаратурные 
и  алгоритмические  затраты  на  обеспечение  отказоустойчивости  ТС,  мо¬ 
гут  оказаться  дорогостоящими  и  неэффективными  при  их  практическом, 
применении. 

Для  оценки  эффективности  решения  перечисленных  задач  исполь¬ 
зуются  основные  показатели  [18—20,  80—83]: 

—  достоверность  диагностирования,  характеризующая  вероятность, 
правильного  заключения  о  виде  технического  состояния  по  результатам 
измерений; 

—  глубина  диагностирования,  т.  е.  составная  часть  ТС,  с  точностью 
до  которой  определяется  причина  неработоспособного  состоя¬ 
ния  ТС; 

—  средние  интегральные  затраты  на  практическую  реализацию  алго¬ 
ритма  диагностирования,  включающие  в  себя:  стоимость  применяемой 
диагностической  аппаратуры,  продолжительность,  трудоемкость  диагно¬ 
стирования,  контролепригодность,  полнота  и  т.  п. 

В  зависимости  от  способов  использования  и  свойств  входных  воздей¬ 
ствий  методы  диагностирования  подразделяются  на  два  больших  класса: 

—  тестовые  методы  диагностирования  (ТД) ; 

—  функциональные  методы  диагностирования  (ФД). 

На  практике  могут  быть  применены  и  смешанные  методы  диагно¬ 
стирования. 

В  последующих  разделах  обсуждаются  особенности  применения  ма¬ 
тематических  методов  для  диагностирования  ТС  в  классах  ТД  и  ФД  в 
соответствии  с  приведенными  выше  задачами  и  показателями  диагно¬ 
стирования. 

2.  Тестовые  методы  диагностирования  технических  систем.  Тес¬ 
товое  диагностирование  производится  в  специально  организованном 
режиме  функционирования  ТС  на  интервале  времени  диагности¬ 
рования  [*д4,  і)>  В  этом  режиме  на  входы  ТС  поступают  искус¬ 

ственно  созданные  входные  воздействия  II  т  (тестовые  воздействия),  ко¬ 
торые  могут  быть  детерминированными  и  случайными  (величинами  или 
процессами),  но  с  известными  статистическими  характеристиками.  Раз¬ 
мерность  вектора  (вектор  —  функции)  II т  обусловлена  целью  диагности¬ 
рования  и  структурой  ТС  и  может  существенно  отличаться  от  размер¬ 
ности  вектора  рабочих  входных  воздействий  II. 

При  известных  номинальных  значениях  параметров  Кп  модели  (1.1) 
использование  ХІТ  позволяет: 

—  исключить  из  (1.1)  часть  координат  вектора  мешающих  возмуще¬ 
ний  и  помех  7Ѵ; 

—  по  соотношению  (1.2)  определить  номинальные  ІІТ*  и  ф*е[фь  Фѵ] , 
например,  методами  оптимизации  многокритериальных  задач  [21—22] ; 

—  при  СУТ*,  Кя  и  однозначном  отображении  Р  в  (1.1)  найти  эталонные 
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выходные  реакции  Х\  доставляющие  показателю  Ф  в  (1.3)  такое  же 
номинальное  значение  ф*е[фь  Ф2]. 

Так  как  на  множествах  { Ф} ,  {К}  и  {X}  существуют  элементы  ф*, 
Кн,  Хн,  обеспечивающие  номинальный  режим  функционирования  ТС,  то 
-относительно  этих  элементов  задачи  ТД  решаются  на  каждом  из  этих 
множеств.  Рассмотрим  особенности  диагностирования  на  каждом  из  мно¬ 
жеств  {Ф},  {К}  и  {X}. 

Элементами  множества  {Ф}  по  определениям  (1.2)  и  (1.3)  являются 
любые  совокупности  действительных  чисел,  удовлетворяющие  аксиомам 
и  операциям  линейного  нормированного  пространства  ЬФ  [23—25] ,  ко¬ 
торое  определяется  в  качестве  пространства  технических  состояний  ТС. 

Пространство  ЬФ  над  полем  действительных  чисел  имеет  базис  и  ко¬ 
нечную  размерность,  что  позволяет  известными  методами  определить  век¬ 
тор  технического  состояния  в  ЬФ  как 

Ф=фі/і  +  ф2/2  +  .  .  .  +  фѵ/ѵ,  (2.1) 

где  и  —  базис,  а  ѵ  —  размерность  ЬФ.  Значения  вектора  Ф  определяют  тех¬ 
нические  состояния  ТС,  число  которых  равно  бесконечности. 

При  заданных  допустимых  значениях  на  ф*^  [фД  ф<2],  і=  1,  ѵ  коррект¬ 
ное  разделение  ЬФ  на  конечное  число  множеств,  характеризующих  виды 
технических  состояний,  не  вызывает  затруднений.  Вид  технического  со¬ 
стояния,  соответствующий  правильному  функционированию  ТС,  пред¬ 
ставляет  собой  множество  Ф° ,  удовлетворяющее  ограничениям 

<?Ф°={фг,  1=1,  ѵ|фг<Ифі\  фг’2]  ,  І=  1,  ѵ}.  (2.2) 

Множества  Ф\  /=1,  5,  соответствующие  неработоспособным  видам 
технических  состояний,  выделяются  как  сочетания  пересечений  множеств 

типа  фі^  [фг1,  фг2],  ФУ^ЧфА  ф/],  7=1,  ѵ.  Полное  число  таких  соче¬ 

таний  равно 


ѵ 


к=о 


ѵ! 

7?!  ( ѵ—В ) ! 


(2.3) 


и  быстро  возрастает  даже  при  незначительном  увеличении  размерности 
ѵ  вектора  Ф. 

На  рис.  1  для  ѵ=2  изображены  четыре  вида  технических  состояний: 
<?ф°  в  соответствии  с  (2.2) ;  вид  состояния 

(Ѵ={фі,  фг|фіе[фі\  фі2] ,  ф2^[ф2*,  фг2]}  (2.4) 

по  причине  выхода  за  допуск  ф2;  (?ф2,  аналогичный  (2.4)  при  выходе  за 
.допуск  ф4;  ()Ф3  при  выходе  за  допуск  фі  и  ф2  одновременно. 

Разработка  математической  модели,  позволяющей  количественно  опи¬ 
сать  переход  из  одного  вида  технического  состояния  в  другое,  т.  е.  из 
0Ф  в  (^)ФЭ  основывается  на  априорных  сведениях  о  физической  природе 
причин  изменения  вектора  Ф  по  величине  и  направлению.  Адекватность 
модели  реальному  процессу  перехода  из  (V  в  ()Ф\  і ,  /=0,  5  проверяется 
и  уточняется  в  течение  времени  эксплуатации  ТС  [С,  О-  Так  как  про- 
цесс  эксплуатации  ТС  представляет  собой  использование  системы  по 
назначению  во  времени,  то  переход  из  (}Ф  в  ()ф,  і ,  /=0,  61  происходит  с 
течением  времени.  Поэтому  в  формализованном  виде  переход  из  ()Ф  в  (}Ф, 
і ,  /=0,  5  описывается  случайными  процессами  (при  детерминированном 
описании  перехода  задача  диагностирования  не  имеет  смысла). 

При  использовании  случайных  процессов  модель  перехода  представ¬ 
ляется  в  виде  разрывного,  либо  непрерывного  процессов  [26—33]. 
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Применение  разрывного  случайного  процесса  обосновано  разделением 
пространства  Ьф  на  конечное  число  видов  состояний  (^ф3,  7=0,  8  и  случай¬ 
ным  моментом  времени  перехода  из  (V  в  (V,  і ,  /=0,  5. 

Особенность  ЬФ  состоит  в  том,  что  компоненты  вектора  состояния 
ф.^  і=1,  ѵ  вместе  с  допусками  на  них  [фД  фг2]  независимы,  поэтому 
общую  модель  перехода  представляют  совокупностью  независимых  мо¬ 
делей,  каждая  из  которых  имеет  два  вида  состояния. 

<?ф(  =  {фі  I  Фі  е  [фі1,  фг2]}!  СІ,  =  <Фі  I  Фі  ^  [фі*>  фЛ>  *  =  ^Ь  (2’  5> 

причем  ,  і=1,  ѵ  в  зависимости  от  характера  неисправностей  могут 

быть  поглощающими  либо  непоглощающими  (самоустраняющиеся 
неисправности) . 

В  общем  случае  для  каждой  независимой  модели  могут  задаваться 
самостоятельные  управляющие  потоки,  которые  определяют  статистиче¬ 
ские  характеристики  моментов  времени  перехода  из  фф.  в  и  наобо¬ 
рот.  Значения  характеристик  управляющих  потоков  обусловлены  адек¬ 
ватностью  модели  реальному  процессу  перехода  ТС,  и  они  уточняются 
и  корректируются  в  течение  эксплуатации  ТС. 

Адекватная  математическая  модель  перехода  при  известном  началь¬ 
ном  виде  технического  состояния  в  момент  і0<,  как  правило  (?ф°,  поз¬ 
воляет  априорно,  не  производя  измерений  характеристик  ТС,  определить, 
вероятности  видов  (V,  /=0,  5,  т.  е.  вероятности 

3 

Рі(  фе=СФ',і},  (2.6> 

3=0 


в  любой  момент  времени  і).  Например,  пусть  для  (V,  /=0,4, 

изображенных  на  рис.  1,  используются  две  модели  разрывного  случай¬ 
ного  процесса,  позволяющих  независимо  определить  в  любой  момент  вре¬ 
мени  і  вероятности: 

Рі'=Р{ ф1е[фЛ  Фі2] ,  0 ;  Рі2=^{фі^[фЛ  ф.2] ,  О; 

Рі=Р{ фге  [ф2\  фг2]  ,  І)  ;  Р г~Р {фг^  [фг*,  фг2]  ,  О, 
причем,  Р11+Рі2=1;  /Ѵ+іѴ—І. 

Тогда  вероятности  (2.6),  сумма  которых  равна  единице,  в  тот  же  мо¬ 
мент  времени  примут  вид: 

р0=*у.*У;  Р2=Р11  *Р22 ;  Рз=Р21Р22. 

Особенность  применения  непрерывного  случайного  процесса  любого* 
вида  (гауссовского,  марковского,  условного  марковского,  мартингала  и 
т.  п.)  состоит  в  том,  что  он  описывает  переход  не  из  (V  в  (V,  а  пере¬ 
ход  вектора  технического  состояния  Ф  из  одного  состояния  в  другое,  т.  е. 
от  одного  элемента  {Ф}  к  другому,  число  которых  в  {Ф>  -  континуум. 

Свойство  независимости  фг-,  і=  1,  ѵ  также  позволяет  применить  ѵ  неза¬ 
висимых  моделей  перехода,  каждая  из  которых  может  использовать  раз¬ 
личные  виды  случайных  процессов.  По  этим  моделям  и  при  известных 
начальных  распределениях  И^Дфь  и)  определяется  распределение 
И^(фг,  і )  в  любой  момент  времени  і^[і0,  і).  Распределение  вектора  со¬ 
стояния  Ф  в  момент  і^[і0,  і)  принимает  вид 

ѵ 

ЩФ,0  =  П™.  (2.7> 

г  — і 
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Вероятности  видов  (^ф3,  /'= О,  8  в  момент  і )  вычисляются  как 

/Мфе<?Ф^}=  ^  \Ѵ(Ф,І)(ІФ.  (2.8) 

Рф*7 

Для  задачи  диагностирования  модель  перехода  на  основе  непрерыв¬ 
ного  случайного  процесса  является  более  общей  по  отношению  к  разрыв¬ 
ному  процессу.  Однако,  при  одинаковой  степени  адекватности  моделей 

непрерывного _ и  разрывного  процессов  реальному  переходу  ТС  из  (}Ф3 

в  (^ф1,  і,  /'=0,  8  вероятности  (2.6)  и  (2.8)  несущественно  отличаются 
друг  от  друга.  _ 

Распределение  ТТ(Ф,  і)  и  вероятности  РДФ^(Ѵ,  і},  /=0,  5  служат 
исходными  данными  для  решения  двух  задач: 

—  оценки  достоверности  результатов  диагностирования; 

—  синтеза  оптимального  алгоритма  поиска  неисправностей,  миними¬ 
зирующего  средние  интегральные  затраты  на  реализацию  этого  алгоритма. 

Основным  требованием  к  выбору  измеряемых  характеристик  ТС  яв¬ 
ляется  обеспечение  заданной  глубины  диагностирования.  Глубина  диагно¬ 
стирования  обусловлена  размерностью  вектора  состояния  и  будет  обес¬ 
печена,  если  результаты  измерений  однозначно  определяют  значение 
всех  координат  вектора  технического  состояния. 

В  пространстве  ЬФ  не  возникает  математической  задачи  выбора  изме¬ 
ряемых  характеристик  ТС,  так  как  для  однозначного  определения  коор¬ 
динат  Ф  необходимо  измерять  все  его  координаты  фг-,  і—  1,  ѵ. 

Под  измерением  согласно  [39]  понимается  нахождение  значения  фи¬ 
зической  величины  опытным  путем  с  помощью  специальных  техниче¬ 
ских  средств  на  интервале  времени  [ія\  ія]  <=  ід2] .  Специальные  тех¬ 
нические  средства  могут  производить  измерения  физической  величины 
у  {і),  гефи1,  ія]  различными  способами:  если  аналитическое  выражение' 
у(і)  известно,  то  измеряются  неизвестные  параметры  у(і);  если  выраже¬ 
ние  у(і)  неизвестно,  то  измерениями  могут  быть  ординаты  у(і)  в  фик¬ 
сированные  хмоменты  времени  ія] ,  время  пребывания  на  задан¬ 

ном  уровне  или  заданной  области  значений  уи  у2, . . . ,  число  пересечений 
заданного  уровня  у  и  наибольшее  и  наименьшее  значения  у(і)  при 
е  \іп,  іп] ,  среднее  значение  на  [іИ\  іи2]  и  т.  п. 

Измерения  могут  быть  прямыми  или  косвенными,  но  независимо  от 
вида  измерений  они  всегда  сопровождаются  ошибками  измерений,, 
обусловленными  видом  у(і),  алгоритмами  и  источниками  внутренних  по¬ 
мех  (с  известными  статистическими  характеристиками)  средств, 
измерений. 

В  результате  измерения  Ф  получают  измеренное  значение  Ф  на 
интервале  измерения  [іи\  ія2]  и  решают  задачу  определения  допустимых 
областей  0 Ф3,  /=0,  5  на  множестве  измерений  {Ф},  которые  соответст¬ 
вуют  видам  технических  состояний  ()Ф3,  у =0,  5.  Области  /=0,  5  опре¬ 
деляются  так,  чтобы  заданная  функция  потерь  при  принятии  решения 
о  виде  технического  состояния  по  результатам  измерений  Ф  принимала 
минимальное  значение. 

В  общем  случае,  когда  Ф  —  вектор,  эта  задача  классифицируется  как 
задача  проверки  многих  статистических  гипотез,  число  которых  равно  5. 
В  зависимости  от  структуры  функции  потерь  определяется  критерий 
(решающее  правило),  минимизирующий  функцию  потерь  при  принятии 
решения  о  виде  технического  состояния  по  результатам  измерений. 

В  большинстве  практических  приложений  в  качестве  функции  потерь 
используется  суммарная  вероятность  ошибочного  решения  Р0.  В  этом 
случае  решение  о  виде  технического  состояния  по  результатам  измере¬ 
ний  Ф  принимается  согласно  байесовскому  решающему  правилу,  мини¬ 
мизирующему  величину  ошибки  Р0  и  позволяющему  оценить  достовер- 
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ность  диагностирования  Д  в  виде  [4,  19,  20] 

Д=1-Л,  (2.9) 

где  Р0=РЛ+РН  —  суммарная  вероятность  ложного  и  необнаруженного 
видов  технических  состояний. 

При  числе  видов  технических  состояний  8>  1  применение  других  ре¬ 
шающих  правил  (Неймана-Пирсона,  минимаксного,  знакового,  Вальда  и 
т.  п.)  затруднено  из-за  сложности  разделения  функции  потерь  на  со¬ 
ставляющие  типа  вероятностей  ложного  и  необнаруженного  видов  техни¬ 
ческих  состояний  [36—38,  80,  81] . 

Достоверность  Д  включает  в  себя  две  составляющие:  методическую 
Дм  и  инструментальную  Ди  достоверности.  В  ряде  работ  но  технической 
диагностике  [40,  41]  Дм  и  Ди  считаются  независимыми,  причем,  Дм  опре¬ 
делена  только  для  контроля  технического  состояния  как  функция  пол¬ 
ноты  контроля,  а  Ди  вычисляется  но  различным  формулам  без  исполь¬ 
зования  критерия  принятия  решения.  Поэтому  кратко  рассмотрим  вы¬ 
числение  Дм  и  Ди  согласно  [42,  43]  в  ЬФ,  а  в  других  пространствах  отме¬ 
тим  только  особенности  вычисления  этих  показателей. 

В  пространстве  Ьф  для  вычисления  Дм  и  Ди  исходными  данными 
являются: 

—  распределение  ѴѴ(і,  Ф),  виды  технических  состояний  (V,  /=0,  5 
и  априорные  вероятности  Р((? Ф^ф,  і) ; 

—  математическая  модель  измерения  Ф  в  виде  известной  функции 

Ф=#(Ф,  ДФ,  *),  Іи2],  (2.10) 

где:  ДФ  —  ошибка  измерения  с  заданной  стационарной  плотностью  рас¬ 
пределения  И/дф(ДФ).  Вид  функции  #()  и  плотность  ЖДф(ДФ)  обуслов¬ 
лены  применяемым  техническим  средством  измерения  Ф; 

—  байесовский  критерий  принятия  решения,  когда  принимается  ре¬ 
шение  Ф^(Ѵ,  если 

рдф«=<у,  і)-т Ф,  г\Ф^Ф5)>РДФ^Ф\  г\Ф=<?Ф*)  (2.Н) 


для  всех  іФр  і ,  7=0,  5. 

При  оценке  Дм  считается,  что  ошибки  измерений  отсутствуют,  т.  е. 
в  (2.10)  Ф=Фи  и  (2.11)  примет  вид 

РД Фе(У,  г|фе(у)>Рг(Ф^(у,  і)  \Ѵ{Ф,  і\Ф^ф{)  (2.12) 


Условные  плотности  ЩФ,  і/ фе^'),  /=0,  5  вычисляются  как 


\ѵ  (Ф,і  |  ф  е  <?  Ф5)  = 


\ѵ (ф, і)/р (Ф ее <&, I)  Фе <гФ},  і  =  о, 
0,  Ф  і ==  0,  $ . 


(2.13) 


Из  (2.12)  и  (2.13)  видно,  что  при  Ф=Ф  и  замене  знака  неравенства  в 
(2.12)  на  знак  нестрогого  неравенства  для  определения  ($Ф3  области 
т.  е.  при  абсолютно  точном  измерении  Ф  методическая  ошибка 
отсутствует  и  методическая  достоверность 


Дм=1-Ром,  (2.14) 

где  Р0м  —  суммарная  вероятность  методической  ошибки,  равна  единице. 
Высокая  методическая  достоверность  является  одним  из  основных  пре¬ 
имуществ  диагностирования  в  ЬФ. 

Для  оценки  инструментальной  достоверности 

Д  м=1 1  Р  0и,  (2.15) 

где  Р0и  —  суммарная  вероятность  инструментальной  ошибки,  сначала 
вычисляются  условные  плотности  \Ѵ  (Ф,  і/ фе^)5  /=0,  5,  исходя  из 
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Рис.  1.  Виды  технического  состоя-  Рис.  2.  Границы  областей  техниче- 
ния  ТС  ского  состояния  ТС 

(2.10)  и  (2.12)  и  известного  распределения  РГДФ(ДФ),  как 


IV  (Ф,і  I  ф  ЕЕ  <?ф})  =  Л  ІГдф  {Я-1  (Ф,  Ф,  ()} 


Яф3 


дН(.) 


<эф 


•  IV  (Ф,  і/ф 


;  0ф})  сіф, 
(2.16) 

где  —  обратное  преобразование  (2.10)  относительно  ДФ. 

Затем  определяются  на  множестве  {Ф}  путем  замены  знака  не¬ 
равенства  в  (2.11)  на  знак  нестрогого  неравенства,  вычисляются  Р0и  и  Дп. 

Вычисление  Р0и  является  нетривиальной  задачей.  На  рис.  2  для  видов 
технических  состояний  рис.  1  качественно  представлены:  сечения  огра¬ 
ниченных  распределений  (2.16);  границы  областей  ( 5Ф /=0,3;  площади 
заштрихованных  областей  пропорциональны  вероятности  Р0 и,  причем, 
для  вычисления  Р0и  следует  исключать  при  интегрировании  часть  пе¬ 
рекрывающихся  участков  этих  областей,  которые  отмечены  частой 
штриховкой. 

Сложность  точного  вычисления  Р0и  заставила  перейти  к  оценке  верх¬ 
ней  границы  вероятности  ошибки  Р0и,  которая  согласно  [34]  имеет  вид 


рОи 


І>3  3—0 


(2.17) 


где  Риіі  —  вероятность  суммарной  ошибки  при  диагностировании  і-того  и 
/-того  видов  технических  состояний. 

На  рис.  За  для  скалярного  показателя  качества  Ф=ф  приведены: 
плотность  ИДф,  і );  условные  плотности  для  двух  видов  технических  со¬ 
стояний  ^(2.13)  (?ф°=  {ф|фе  [ф1,  ф2]},  (^фі=  {ф|ф^ [ф1,  ф2]};  распределе¬ 
ние  ошибок  измерений  гр  ( Аф) .  На  рис.  36  на  качественном  уровне  — 
условные  плотности  для  решающего  правила  (2.11),  допустимые  области 
принятия  решения  ( )Ф° ,  ( 3Ф 1  и  суммарная  ошибка  принятия  решения 
Рои 7  равная  заштрихованной  площади  соответствующих  распределений. 
Для  вычисления  ошибки  Риц  на  рис.  2,  например,  при  принятии  реше¬ 
ний  о  ()ф°  и  () ф 1  виде  состояний  интегрирование  соответствующих  распре¬ 
делении  производится  по  отмеченной  площади  пересечения  этих  распре¬ 
делений  с  границами  АВ  и  СД. 

Таким  образом,  при  диагностировании  в  ЬФ  Дм  и  Ди  независимы, 
Дм=  1  и  общая  Д,  равная 

Д=Д«'Ди,  (2.18) 

обусловлена  только  Ди,  причем  известно,  что  с  увеличением  размерности 
Ф  (глубины  диагностирования)  Ди  уменьшается  [42]. 
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Если  относительно  координат  Ф  не  вводится  никаких  дополнительных 
ограничений,  то  исходными  данными  для  синтеза  оптимального  алгоритма 
поиска  вида  технического  состояния  являются: 

—  вероятности  /=0,  5; 

—  средние  интегральные  затраты  на  измерение  каждой  координаты 

<Р<,  І= 1,  ѵ;  _ 

—  инструментальная  достоверность  измерения  ср<,  і— 1,  ѵ. 

Критерием  оптимальности,  как  правило,  являются  суммарные  инте¬ 
гральные  затраты  на  процедуру  поиска  неисправностей  при  заданных  огра¬ 
ничениях  на  достоверность  и  глубину  диагностирования.  Результатом  ре¬ 
шения  этой  задачи  являются  комбинационные  методы  поиска  неисправ¬ 
ностей  по  жесткой  и  гибкой  программе  типа  «время-вероятность»,  инфор¬ 
мационные  методы  и  т.  п.  [1,  44,  45] . 

При  реализации  алгоритма  поиска  неисправностей  определяются  вид 
технического  состояния  и  координаты  ср*-^  [ф*1,  фі2]  и  возникает  задача 
управления  видом  технического  состояния  для  обеспечения  работоспособ¬ 
ного  состояния  ТС. 

Значения  фг-,  і==  1,  ѵ,  являющиеся  функционалами  вида  (1.2)  или  (1.3), 
изменяются  с  помощью  К ,  так  как  X  обусловлены  І7Г  и  К.  Для  корректно¬ 
го  решения  задачи  управления  обеспечивается  взаимно  однозначное  ото¬ 
бражение  элементов  ЬФ  и  множества  К.  Отображение  будет  взаимно  одно¬ 
значным,  если  размерности  ЬФ  и  {К}  совпадают,  и  определитель  матрицы 

\дуі(-)Ідкі\ФО,  і,  /=1,  ѵ  (2.19) 

для  любых  значений  К ^  {К}  [  23,  25] . 

Из  анализа  особенностей  решения  задачи  диагностирования  в  ЬФ  ме¬ 
тодами  ТД  следует: 

—  корректность  постановки  и  решения  перечисленных  в  п.  1  задач; 

—  принципиальная  возможность  решения  задачи  диагностирования 
без  использования  математической  диагностической  модели  и  модели 
функционирования  ТС; 

—  высокая  методическая  достоверность  результатов  диагностирования. 

Основными  недостатками  ТД  в  ЬФ  являются: 

—  значительные  средние  затраты  на  создание  искусственно  создан¬ 
ных  входных  воздействий  и  реализацию  процедуры  измерений  фг-,  і=  1,  ѵ. 
Например,  для  отдельного  показателя  качества  —  как  максимальная  даль¬ 
ность  обнаружения  радиолокатора  —  потребуется  несколько  объектов  для 
обнаружения,  расположенных  вблизи  максимальной  дальности  и  авто¬ 
номный  измеритель  дальности  до  них,  точность  измерения  которого  долж¬ 
на  быть  не  хуже  точности  радиолокатора; 

—  сложность  решения  задачи  управления  в  ЬФ  заставляет  переходить 
к  управлению  на  множестве  {К},  которое  должно  быть  связано  с  ЬФ 
взаимно  однозначным  отображением. 

Элементами  множества  {К}  являются  любые  совокупности  действи¬ 
тельных  чисел,  для  которых  также  справедливы  операции  и  аксиомы 
линейного  нормированного  пространства,  что  позволяет  корректно  опре¬ 
делить  пространство  технических  состояний  ЬК  и  вектор  технического  со¬ 
стояния  в  Ьк,  размерность  которого  К={ки  к2,...,кг)  характеризует  за¬ 
данную  глубину  диагностирования. 

При  известных  отображении  (1.2)  в  виде  функции  Ф(С/Т,  ІѴ,  К)  и 
:(Ѵ,  /=0,  разделение  на  виды  технических  состояний  в  ЬК  произво¬ 
дится  как 

(?к>={К\<Н11т,  ДГ,  К)^Ф\  ;=0,  5}.  (2.20) 

Следствием  разделения  на  виды  /=0,  5  с  помощью  (2.20)  является 
зависимость  параметров  к{,  і=  1,  г  между  собой. 
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Рис.  За.  Условные  и  безусловные  плотности  при  скалярном  показателе 

качества 


Рис.  36.  Условные  плотности  для  байесовского  решающего  правила 

На  рис.  4  для  скалярного  показателя  качества  ср 

фЩт,  ІѴ,  кі,  к2)  =  [(к1—а)2+(к2—а)2]  -Ѵт 

и  <?Ф°={ф|фе  [О,  Ъ]},  <?ф‘={ф|ф^  [О,  Ь]}  при  а,  Ь=сопзі:,  17т=і,  N=0  в 
пространстве  ЬК={ки  к2\к^  [0.  410],  к2 е  [0,  /с20] }  показаны: 

(Эк^іККК-аУ+ікг-аУ^ІО,  Ь] } ; 

(2к1=  {-^1  {кі—а)2+  {к2—а)г<&  [0,  6]}. 

Зависимость  к{,  і=і,  г  при  разделении  на  (V,  /=0,  8  играет  ре- 
шающую  роль  при  оценке  Дм  и  управлении  видом  технического  состояния. 

Разработка  математической  модели  перехода  из  к  в  (^кг,  /=0,  5 

аналогична  разработке  модели  в  ЬФ,  не  имеет  принципиальных  особен¬ 
ностей  и  служит  для  тех  же  целей. 

Для  однозначного  определения  вектора  К  как  и  в  Ьф  измеряются 
все  координаты  &г,  і=  1,  г.  На  практике  операции  измерения  к{,  і= 1,  г 
реализуются  в  зависимости  от  возможности  прямых  и  косвенных  их  из¬ 
мерений  в  ТС. 

Если  все  координаты  к{,  і=і,  г  доступны  прямым  измерениям,  то  ма¬ 
тематической  задачи  выбора  измеряемых  характеристик  ТС  не  возникает. 
Однако,  для  большинства  типов  ТС  ( радиоэлектронных,  электрических, 
ояда  механических  и  т.  п.)  измерения  кг ,  і= 1,  г  осуществляются  косвен¬ 
ным  методом,  т.  е.  при  известных  Ѵт  и  математической  модели  ТС  изме¬ 
ряются  выходные  реакции  X  и  по  результатам  их  измерений  определяют¬ 
ся  А:*,  і—  1,  г.  В  этом  случае  возникает  задача  выбора  минимального  чис¬ 
та  измеряемых  выходных  реакций,  которая  решается  различными  спо¬ 
собами  [45,  46,  47] .  Суть  этих  способов  сводится  к  следующему.  Исполь¬ 
зуется  уравнение  (1.1)  и  выделяются  в  нем  г  выходных  реакций 
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/=1,  г  (в  соответствии  с  размерностью  К).  Одновременные  измерения 
х $  на  интервале  времени  [іи\  іи2]  однозначно  определяют  значение  кіт 
і=1,  г,  т.  е.  в  г  уравнениях,  выделенных  в  (1), 

/№,  ЛГ,  К)=іи 

/2(6ТТ,  ІѴ,  К)=х2,  (2.21) 


Шт,  N.  К)=іг. 

Якобиан  \д і ,  /= 1,  г  отличен  от  нуля  при  любых  К^{К),  задан¬ 
ных  17т,  N  и  [іи\  іи2]  с=  [41,  42]  (г  неизвестных,  г  независимых  уравнений). 

Число  независимых  уравнений,  равное  г,  относительно  г  неизвест¬ 
ных  кі  можно  получить  и  при  измерении  одной  выходной  реакции  ТС 
Хі ,  если  произвести  г  измерений  #г  на  несовпадающих  интервалах  вре¬ 
мени  [іиі\  іиі 2],  1=1,  г,  входящих  в  интервал  диагностирования  [4\  42] 
и  выделить  систему  уравнений  в  виде 

/гі  (  ^-7  Ті  ІѴ,  К)=Хі  1, 

/і2(і/т,  ІѴ,  Я)=ій,  (2.22) 


Ы^г,  ІѴ,  *)=**. 

Тогда,  если  |<Э/^д^|=И=0,  ц=1,  г,  /=1,  г  для  любых  заданных 

С/г,  N  и  [4і\  42] ,  то  измерения  Хщ,  ц=1,  г  позволяют  однознач¬ 

но  определить  ки  і=  1,  ѵ. 

Задача  минимизации  заключается  в  определении  минимальной  сово¬ 
купности  выходных  реакций  (в  предельном  случае  одной  Хі)  ,  измерение 
которых  обеспечивает  однозначное  определение  ки  і= 1,  ѵ. 

В  формализованном  виде  эта  задача  имеет  строгое  решение  для  анало¬ 
говых  и  дискретных  стационарных  и  нестационарных  линейных  си¬ 
стем,  математические  модели  функционирования  которых  описываются 
обыкновенными  дифференциальными  и  разностными  уравнениями  типа 
[45] 

Х(і)=А(К,  і)Х{і)+В(К ,  і)17т{і), 

Хк+і=А(Кік)Х(ік)+В(К,  4) *Ут(4) 
и  уравнениями  с  отклоняющимся  аргументом  [48,  49] 

п 

ЗД  =  ^,(к,оач*-т,)+Я(К,*)17т(*), 

3=0 

п 

хк+і  =  У,  Л  ^  (і^,  4)  В  ( К ,  4)  ^  гл- 

3=0 

Минимизация  выходных  измеряемых  реакций  моделей  (2.23),  (2.24) 
осуществляется  на  основе  модификаций  критерия  наблюдаемости  (полной, 
относительной)  Кал  мана  стационарных  и  нестационарных  линейных  си¬ 
стем  [50—53]. 

Критерий  Калмана  заимствован  из  теории  идентификации  и  исполь¬ 
зуется  для  оценки  выходных  реакций  в  фиксированный  момент  времени  і 
по  результатам  измерений  при  известном  векторе  К ,  поэтому  дополнитель¬ 
ным  требованием  является  справедливость  критерия  для  любых  значений 


(2.23) 


(2.24) 
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Для  нелинейных  систем  минимизация  числа  выходных  реакций  для 
измерения  производится  либо  на  основе  различного  рода  линейных  при¬ 
ближений,  либо  эмпирическими  способами. 

В  цифровых  системах  минимизация  выходных  реакций  связана  с  на¬ 
личием  элементов  памяти.  Элементы  памяти  позволяют  в  одной  выходной 
реакции  последовательно  во  времени  получить  информацию  о  техниче¬ 
ском  состоянии  других  элементов  структуры  системы.  Поэтому  в  большин¬ 
стве  случаев  задача  минимизации  выходных  измеряемых  реакций  цифро¬ 
вой  системы  сводится  к  синтезу  входных  воздействий  (тест-задач),  позво¬ 
ляющих  по  выходной  реакции  (результатам  решения  тест-задач)  опреде¬ 
лить  техническое  состояние  элементов  системы  с  заданной  глубиной  диаг¬ 
ностирования  [54—56] . 

Функция  потерь,  критерий  принятия  решения  в  Ьк  при  известных 
\Ѵ{К ,  I ),  ()к\  7=0,  ^  имеют  такую  же  структуру  как  и  в  ЬФ. 

Если  ()к\  7=0,  используется  в  виде  (2.20),  то  Дм= 1,  а  Ди  обуслов¬ 
лена  моделью  и  ошибками  измерений  и  вычисляется  аналогично  (2.15), 
(2.16),  (2.17),  в  которых  используются  вероятности  Р(К^()к ;%\)  и  услов¬ 
ные  плотности  ТЕ(#,  ІІК^(2к) . 

Задача  синтеза  оптимального  алгоритма  поиска  вида  технического  со¬ 
стояния  не  имеет  особенностей  но  сравнению  с  аналогичной  задачей  в  ЬФ. 

Задача  управления  видом  технического  состояния  в  Ьк  имеет  два  пути 
решения.  Первый  путь  связан  с  решением  задачи  оптимального  управ¬ 
ления  [57—60].  Критерий  оптимальности  включает  в  себя  «расстояние» 
между  номинальной  точкой  Кн^()к°  и  измеренным  значением  и 

средние  интегральные  трудозатраты  на  управление  параметрами  К.  В  ре¬ 
зультате  ее  решения  получают  оптимальную  траекторию  достижения 
окрестности  точки  Кн ,  минимизирующую  заданный  критерий.  Решение 
этой  задачи  эффективно  при  сравнительно  небольшой  размерности  К.  При 
увеличении  глубины  диагностирования  резко  уменьшается  инструмен¬ 
тальная  достоверность  Ди,  так  как  для  решения  задачи  оптимального 
управления  необходимо  измерять  все  координаты  К. 

С  целью  уменьшения  интегральных  затрат  на  реализацию  алгоритма 
поиска  вида  технического  состояния  и  управления  этим  состоянием  чаще 
используют  второй  путь,  который  предполагает: 

—  аппроксимацию  ()к\  7=0,  5  областями  ()к*\  позволяющими  опреде¬ 
лить  независимые  допуски  на  каждую  координату  к{,  г=1,  ѵ  в  виде 
[кі\  к?]; 

—  вероятность  одновременного  выхода  за  допуски  двух  и  более  пара¬ 
метров  к  равной  нулю. 

Первое  предположение  упрощает  алгоритм  управления  видом  техни¬ 
ческого  состояния,  т.  е.  изменяются  значения  тех  параметров  /сг,  которые 
вышли  за  свои  допустимые  значения  [&/,  к2]. 

Второе  предположение  позволяет  уменьшить  интегральные  затраты 
на  алгоритм  поиска  неисправностей  и  повысить  Ди  за  счет  уменьшения 
числа  видов  технических  состояний. 

Существуют  различные  способы  аппроксимации,  т.  е.  определения  до¬ 
пусков  [&/,  кі]  на  координаты  к{,  і==  1,  ѵ  [5],  но  в  результате  применения 
любого  из  них  объективно  существующие  связи  между  к{,  і=  1,  ѵ,  обуслов¬ 
ленные  видами  (^к,  7=0,  5,  разрываются  и  при  дальнейшем  решении  за¬ 
дачи  диагностирования  не  учитываются.  Это  приводит: 

—  к  уменьшению  Дм ; 

—  взаихмной  зависимости  Дм  и  Ди. 

Уменьшение  Дм  происходит  из-за  наличия  ошибок  аппроксимации, 

* 

т.  е.  когда  существуют  элементы  и  одновременно  КФ(^кд  и  наоборот 

элементы  но  К^Ок\  /=0,  5.  Суммарная  методическая  ошибка  Ром 


7* 
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Рис.  4.  Виды  технического  состояния 
ТС  при  скалярном  показателе  ка¬ 
чества 


Рис.  5.  Аппроксимация  области  рабо¬ 
тоспособности  равновеликим  квадра¬ 
том 


вычисляется  согласно  байесовскому  критерию.  Сначала  находятся  услов¬ 


ные  плотности  вида 

\Ѵ(К,і\  /іе<Ѵ')  = 


\Ѵ  (К,  і)/Р  (К  е  ЕЕ  (} к* 

О,  Кф(2кК  )  =  078. 


(2.25) 


Затем  определяется  ошибка  Р0ц  между  двумя  видами  состояний 
Роі}=  ^  IV  (К,  1 1 К  е  (?Р)  СІК  +  ^  №(К,1\К^0к1)ЛК,  (2.26) 


и  оценивается  верхняя  граница  ошибки 

5  5 

^ОМ  —  Р О  О*  (2.27) 

г>І  І=  О 

На  рис.  5  для  примера  рис.  4  в  Ьк={К{,  К2\К^[0,  АГ,0],  ^2е[ОД2о]} 

* 

представлен  результат  аппроксимации  <3К°  равновеликим  квадратом  (^к, 
позволяющий  определить  независимые  допуски  [&Д  к*]  и  [к2\  к2 2]  и  раз¬ 
делить  ЬК  на  четыре  вида  технических  состояний.  Площадь  заштрихован¬ 
ных  областей  пропорциональна  методической  ошибке  Р0  м. 

В  пространстве  Ьк  аппроксимированные  множества  ()к,  /= О,  5  слу¬ 
жат  исходными  данными  для  оценки  Ди.  Априорные  вероятности 

*  _  ^ 

Р{К<Е:()к*}  и  условные  плотности  \Ѵ(К\К^()к3)  в  байесовском  критерии 

принятия  решения  будут  зависеть  от  вида  (^к\  1— О,  $,  т.  е.  в  зависимости 
от  способа  аппроксимации  в  Ьк  будут  изменяться  обе  достоверности  Дм 
и  Ди.  В  работе  [42]  исследована  зависимость  общей  достоверности  Д  как 

функции  множеств  (V,  7=0,  1  и  размерности  вектора  К.  Доказано,  что 
при  фиксированной  размерности  К  существует  максимальное  значение  Д. 
При  неограниченном  увеличении  размерности  К  величина  этого  максимума 
стремится  к  нулю. 

Таким  образом,  в  Ьк  возможно  сокращение  средних  интегральных 
затрат  на  реализацию  процедуры  диагностирования  и  управления  видом 
технического  состояння  за  счет  уменьшения  методической  достоверности 
результатов  диагностирования. 

В  ряде  работ  по  технической  диагностике  [1,  2,  5,  6]  в  качестве  про¬ 
странства  технических  состояний  используется  множество  выходных  реак¬ 
ций  {X}  как  функций  времени  на  интервале  диагностирования  [*д\  *э2]. 
Существование  при  ТД  в  (X)  элемента  Х\  ідг)  позволяет,  напри- 
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мер,  методами  теории  распознавания  образов  решить  задачи  диагности¬ 
рования  в  {X}  относительно  элемента  Хэ  [61,  62]. 

Особенность  {X}  состоит  в  том,  что  оно  является  функциональным 
пространством.  Необходимым  условием  решения  задачи  диагностирования 
в  функциональном  пространстве  является  существование  метрики  в  этом 
пространстве.  В  общем  случае  функциональное  пространство  выходных 
реакций  ТС  на  интервале  времени  диагностирования  может  не  удовлетво¬ 
рять  аксиомам  метрического  пространства  [24].  Если  аксиомы  метри¬ 
ческого  пространства  не  удовлетворяются,  то  нельзя  определить  расстоя¬ 
ние  между  элементами  пространства  и,  следовательно,  корректно  решить 
задачу  диагностирования. 

В  свою  очередь,  существует  значительное  количество  видов  функцио¬ 
нальных  пространств,  удовлетворяющих  аксиомам  линейного  нормирован¬ 
ного  пространства:  пространство  {X (^) } ,  С2]  непрерывных  функций 

с  нормой 

||  X  (^)  ||  =  шах  {  шах  \х{(1)\,  і  =  1,д};  (2.28) 

пространство  интегрируемых  квадратов  функций 

*дв 

^  Хі2  (і)  Аі  оо,  і  —  1,д,  (2.29) 

которое  не  требует  непрерывности  Х(^),  ід2],  а  требует  лишь  схо¬ 

димости  интеграла  (2.29)  и  т.  п. 

Многообразие  линейных  нормированных  функциональных  пространств 
позволяет  определить  пространство  технических  состояний  на  множестве 
выходных  реакций  Ьх. 

В  пространстве  Ьх  всегда  существует  базис,  т.  е.  система  линейно  не¬ 
зависимых  функций  &=1,  <?,  но  не  существует  размерности  (@->-°°), 

Ьх  —  бесконечномерно. 

Если  в  качестве  вектора  технического  состояния  У  в  Ьх  определить 
базис  произвольной,  но  конечной  размерности  в  виде 

У=а010+аіІі+ .... 

где  і= 0,  (?  —  координаты  вектора  состояния  (действительные  числа 
обобщенного  ряда  Фурье),  то  хотя  и  существует  элемент  наилучшего  при¬ 
ближения  У  о  к  любому  элементу  из  Ьх ,  но  это  приближение  всегда  будет 
сопровождаться  ошибкой 

6Ч|Х-У0||,  (2.30) 

зависящей  от  размерности  У0.  Наличие  ошибки  б  оказывает  существенное 
влияние  при  разделении  Ьх  на  виды  технических  состояний,  т.  е.  является 
основным  источником  методической  ошибки  результатов  диагностирования. 

При  увеличении  размерности  У  ошибки  6-^0,  но  при  этом  общая  досто¬ 
верность  Д  также  стремится  к  нулю,  как  функция  числа  измеряемых  па¬ 
раметров. 

В  настоящее  время  вопросы  определения  Ьх ,  вектора  состояния  в  Ьх 
и  влияния  ошибок  приближения  б  на  общую  достоверность  диагностиро¬ 
вания  еще  мало  исследованы.  Попытки  практического  решения  задачи 
диагностирования  в  Ьх  без  детального  исследования  этих  вопросов  приво¬ 
дят  к  низкой  достоверности  результатов  диагностирования  ТС  [42] . 

3.  Методы  функционального  диагностирования  технических  систем. 
Основными  достоинствами  методов  ФД  являются: 

—  непрерывность  диагностирования  ТС  в  процессе  ее  работы  по  на¬ 
значению; 

—  оперативность  получения  информации  о  виде  технического  состоя¬ 
ния; 
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—  средние  интегральные  затраты  связаны  лишь  с  аппаратурной  реали¬ 
зацией  и  математическим  обеспечением  алгоритмов  ФД. 

Принципиальное  отличие  методов  ФД  заключается  в  использовании 
для  целей  диагностирования  только  рабочих  входных  воздействий  11= 
=  (иі,  в2,  все  или  часть  которых  обладают  свойствами  неопреде¬ 

ленности.  Если  все  координаты  II  являются  детерминированными,  то  ФД 
представляет  собой  один  из  вариантов  ТД  без  организации  специального 
режима  диагностирования  ТС.  Поэтому  математическая  задача  ФД  ста¬ 
вится,  когда  щ,  і=1,  т  являются  случайными  величинами  или  случайны¬ 
ми  процессами  с  известными  статистическими  характеристиками. 

По  заданным  статистическим  характеристикам  II  и  мешающих  возму¬ 
щений  N  при  известной  модели  диагностирования  (1.1)  методами  теории 
оценивания  и  оптимального  управления  определяются  номинальные  зна¬ 
чения  вектора  параметров  Кн,  показателя  качества  ф*е[ф4,  Ф2]  и  эталон¬ 
ные  выходные  реакции  Хэ. 

В  процессе  применения  ТС  по  назначению  входные  воздействия  при¬ 
нимают  любые  заранее  неизвестные  значения  ІІ^{ІІ}  и  ІѴе{7Ѵ}.  Особенно 
такая  ситуация  характерна  для  информационных  ТС,  предназначенных 
для  измерения  неизвестных  входных  воздействий  V  в  условиях  мешаю¬ 
щих  помех  N.  Для  таких  ТС  показатель  качества  Ф,  заданный  в  виде  (1.2) 
или  (1.3),  п  выходные  реакции  X  согласно  модели  (1.1)  зависят  от  не¬ 
известных  II,  N  к  К,  что  является  главным  отличием  задачи  ФД  от  ТД. 

В  пространстве  ЬФ  математические  методы  ФД  аналогичны  методам 
ТД  за  исключением  задачи  управления  видом  технического  состояния, 
которая  не  имеет  корректного  решения  даже  при  совпадении  размерностей 
Ьф  и  {АД  из-за  неизвестных  значений  II  и  N.  Кроме  этого,  если  по  резуль¬ 
татам  измерения  Ф  принимается  решение  Ф^[Ф\  Ф2],  то  из  этого  не  сле¬ 
дует  однозначный  вывод  об  отклонении  параметров  К  от  Кп  на  недопусти¬ 
мую  величину,  так  как  причиной  неработоспособного  состояния  ТС  могут 
быть  недопустимые  значения  входных  воздействий  II  к  N  (ложный  отказ). 
С  другой  стороны,  при  Фе[ф\  ф2]  возможно  отклонение  К  от  Кн  на  не¬ 
допустимую  величину,  но  II  и  N  «компенсируют»  в  Ф  эти  отклонения. 
В  первом  случае  по  результатам  ФД  система  признается  неработоспособ¬ 
ной,  но  при  дальнейшем  диагностировании  на  другом  интервале  времени 
отказ  может  не  подтвердиться.  Во  втором  случае  возникает  необнаружен¬ 
ный  отказ  ТС,  но  вмешательство  в  ТС  с  целью  регулировки  параметров  К 
к  номинальному  значению  Кн  не  требуется  особенно  в  тех  обстоятельствах, 
когда  на  коротком  отрезке  времени  ТС  выполняет  дорогостоящую  и  важ¬ 
ную  работу. 

Методы  ФД  в  функциональном  пространстве  Ьх  мало  исследованы, 
будут  иметь  те  же  особенности,  что  и  при  ТД,  но  дополнительно  к  ошиб¬ 
кам  приближения  добавятся  ошибки,  связанные  с  неопределенностью 
входных  воздействий. 

В  пространстве  технических  состояний  Ьк  элементы  являются  незави¬ 
симыми,  поэтому  основные  методы  ФД  используют  Ьк. 

Размерности  Ьк  и  вектора  технического  состояния  К=(кіу  к2і...укг) 
обусловлены  заданной  глубиной  диагностирования.  В  методах  ТД  глубина 
диагностирования  обеспечивается  за  счет  искусственно  созданных  вход¬ 
ных  воздействий.  В  методах  ФД  размерность  II  фиксирована  и  глубина 
диагностирования,  как  правило,  является  следствием  метода  ФД.  Если  же 
глубину  ФД  задавать,  то  стоимость  аппаратуры  и  вычислительных  средств 
для  ее  обеспечения  может  превышать  все  допустимые  пределы.  Поэтому 
глубина  диагностирования  при  ФД  является  предметом  дополнительных 
исследований  [43]. 

Разделение  ЬК  на  виды  технических  состояний  (^х\  7=0,  5  произво¬ 
дится  для  фиксированных  статистических  характеристиках  II  ж  N1  так  же 
как  в  методах  ТД. 
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Разработка  математической  модели  перехода  из  (V  и  (V,  К  7—0,  5 
не  зависит  от  метода  диагностирования  и  обусловлена  внутренними  свой¬ 
ствами  ТС  и  условиями  эксплуатации.  Априорные  вероятности  состояний 
Р(К^()к*)  и  распределение  \У  ( X ,  і)  определяются  аналогично  методам  ТД. 

Для  однозначного  определения  X  измеряются  все  координаты  кь 
=  1,  г.  Если  в  ТС  все  координаты  ки  7=1,  г  доступны  прямым  измерениям 
в  процессе  функционирования  системы  по  назначению,  то  в  решении  по¬ 
следующих  задач  диагностирования  и  управления  проблем  не  возникает. 

Главная  проблема  ФД  —  определение  вида  технического  состояния, 
когда  значения  координат  X  получают  в  результате  косвенных  измерений, 
т.  е.  путем  измерения  входных  воздействий  и  выходных  реакций.  Так  как 
при  ФД  входные  воздействия  77  не  известны,  то  результаты  измерений 
выходных  реакций  будут  зависеть  как  от  значений  X,  так  и  от  77  согласно 
модели  функционирования  ТС,  т.  е.  входные  воздействия  77  будут  вносить 
дополнительную  неопределенность  при  определении  значений  X . 

В  обзоре  по  ФД  динамических  систем  [63]  изложена  классификация 
различных  постановок  задач  ФД  и  методов  их  решения.  С  точки  зрения 
применения  математических  методов  они  подразделяются  на  две  группы. 
Первая  группа  методов  использует  результаты  теории  идентификации 
[60,  64],  а  вторая  группа  —  теории  инвариантности  [66,  67]. 

Исходными  данными  задачи  ФД,  решение  которой  основано  на  методах 
теории  идентификации,  являются: 

—  математическая  модель  ТС  (1.1); 

—  априорные  статистические  описания  77  и  N  в  виде  известных  распре¬ 
делений  1^(77,  і)  и  ТЕдДТѴ,  7),  на  множествах  77ее{77},  Мее{А}; 

—  распределение  ГГ (А,  7),  Хе=і/К,  і)  и  виды  технических  со¬ 

стояний  (? к  ,  /=0,  5; 

—  математическая  модель  измерения  выходных  реакций 

Х=#(Х,  АХ)  (3.1) 

с  известным  стационарным  распределением  ошибок  измерений  ГГдх(ДХ). 

Выделение  и  минимизация  числа  измеряемых  выходных  реакций  про¬ 
изводится  так  же,  как  в  (2.21)  и  (2.22),  за  исключением  дополнительного 
требования  к  якобианам  преобразований,  которые  должны  быть  отличны¬ 
ми  от  нуля  для  любых  77^(77}  и  7Ѵ^{7Ѵ}. 

Функция  потерь  и  решающее  правило  о  виде  технического  состояния 
по  результатам  измерений  в  ФД  не  имеют  принципиальных  отличий  от 
методов  ТД. 

По  существу  результаты  теории  идентификации  применяются  при  син¬ 
тезе  оптимального  алгоритма  определения  вида  технического  состояния. 
В  частности,  используется  раздел  теории,  связанный  с  идентификацией 
параметров  при  адаптивном  оценивании  входных  полезных  воздействий 
из  числа  77. 

Синтез  оптимального  алгоритма  определения  вида  технического  состоя¬ 
ния  производится  по  двум  направлениям. 

Первое  направление  связано  с  включением  вектора  X  в  вектор  X,  т.  е. 
с  увеличением  его  размерности  ХС=[Х,  X]  и  решением  задачи  оптималь¬ 
ного  оценивания  Хс*  вектора  Хс  по  результатам  наблюдения  X.  Оптималь¬ 
ная  (в  смысле  минимума  дисперсии  оценки)  ХС*=[Х*,  X *]  позволяет  од¬ 
новременно  получить  оценки  выходных  реакций  и  параметров  ТС.  По  опти¬ 
мальной  оценке  X*  принимается  решение  о  виде  технического  состояния 
(}к,  7=0,  5.  Однако,  применение  такого  подхода  даже  для  простейших  ста¬ 
ционарных  линейных  уравнений  (1.1)  приводит  к  устройству  оценива¬ 
ния  X*,  которое  реализуется  в  виде  счетного  множества  нелинейных  сто¬ 
хастических  уравнений  в  частных  производных  [68].  Практическая  реали¬ 
зация  такого  устройства  невозможна,  а  при  субоптимальной  реализации 
практически  невозможно  оценить  точность  аппроксимации  [68]. 
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Второе  направление  основано  на  теореме  разделения,  позволяющей 
отдельно  получить  оценку  X *  и  оценку  К*  [68,  69].  Оптимальную  оцен¬ 
ку  К*  получают  из  апостериорной  плотности 


IV  к  (К,  і  |  X) 


\ѵ%  (і,і\ю-чг(К,  і) 

\  \Ѵ  {Х,і\К)-\У (К,і)йК 


(3.2) 


например,  по  минимуму  среднего  квадрата  ошибки,  максимуму  апосте¬ 
риорной  плотности  и  т.  п. 

Апостериорная  плотность  (3.2)  вычисляется  следующим  образом.  По 
известным  И^і/,  і ),  ТЕ^(А,  і)  и  виду  функционального  преобразования 
(1.1)  при  фиксированном  значении  К  определяется  условная  плотность 
ИДХ,  ЦК) 


IV (X,  і I  К)  =  1  ѴГЯ  {Р-'  (V,  К,  X,  і)  }\Ѵѵ{Ѵ,  I) 


ЭР- 


{г/} 


дХ 


(3.3) 


где  Р~1  (•)  —  обратное  преобразование  в  (1.2)  относительно  вектора  ме¬ 
шающих  возмущений  N. 

По  известной  модели  измерения  (3.1),  плотности  ошибок  измерения 
^Ѵах(АХ)  и  плотности  (3.3)  находится  условная  плотность  (X,  ЦК) 


как 


іѵ 2  (Х,ЦК)=§  ѴГЛХ  (Я-1  (X,  X)} 


дХ 


ах, 


(3.4) 


где  Я_1(-)  —  обратное  преобразование  (3.1)  относительно  АХ. 

Затем  с  помощью  (3.4)  и  известной  ѴѴ (Я,  і)  определяется  апостериор¬ 
ная  плотность  (3.2),  формирующая  оценку  А*.  Если  К*^()к\  /=1,  то 
производится  управление  видом  технического  состояния  к  номинальной 
точке  Кн. 

Алгоритм  поиска  вида  технического  состояния,  использующий  теоре¬ 
му  разделения,  позволяет  практически  реализовать  программные  и  аппа¬ 
ратурные  средства  ФД,  обеспечивающие  заданную  глубину  диагностиро¬ 
вания. 

Оценка  методической  достоверности  Дж  производится  при  абсолютно 
точном  измерении,  т.  е.  Х=Х.  Условная  плотность  для  байесовского  ре¬ 
шающего  правила  вычисляется  из  (3.3)  как 

іѵ  (X,  і  ( к  е  (>к*)  =  5  \ѵ  (х,і\к)іѵ  (к,і)ак.  (3.5) 

Далее,  как  и  при  ТД,  определяются  области  Ок,  вычисляется  суммар¬ 
ная  ошибка  Рц  и  верхняя  граница  вероятности  ошибки  Р0м. 

В  работе  [70]  исследованы  вопросы  оценки  Дм  при  идентификации 
параметров  при  адаптивном  оценивании,  где  показано,  что  из-за  неопре¬ 
деленности  входных  воздействий  II  методическая  достоверность  Дм  при 
диагностировании  незначительно  отличается  от  априорной. 

Основная  задача  теории  инвариантности  заключается  в  синтезе  струк¬ 
туры  и  определении  параметров  ТС,  обеспечивающих  независимость  изме¬ 
ряемых  входных  воздействий  (информационных  сигналов)  II  от  мешаю¬ 
щих  возмущений  N  (помех)  произвольного  вида  (с  любыми  статистически¬ 
ми  характеристиками). 

Особенность  применения  результатов  теории  инвариантности  приме¬ 
нительно  к  ФД  состоит  в  том,  что  для  определения  вида  технического  со¬ 
стояния  ()к\  7=0,  5  из  результатов  измерений  необходимо  исключить  не 
только  мешающие  возмущения  А,  но  и  неизвестные  С/,  т.  е.  результаты 
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измерений  зависят  только  от  К ,  характеризующего  вид  технического  со¬ 
стояния. 

Исходными  данными  задачи  ФД,  решаемой  на  основе  принципов  теории 
инвариантности,  являются: 

—  математическая  модель  ТС  в  виде  (1.1) ; 

—  известные  ѴѴ (К,  і),  К^{К),  0  и  виды  технических  состоя- 

ний  (V,  /=0,  5; 

—  математическая  модель  измерения  выходных  реакций  типа  (3.1)  с 
известным  распределением  ошибок  измерений  УѴах(АХ). 

В  отличие  от  методов  идентификации  не  требуется  знания  априорных 
распределений  \Ѵѵ(ІІ,  і)  и  И^(7Ѵ,  1).  Кроме  того,  не  решается  задача  ми¬ 
нимизации  числа  измеряемых  выходных  реакций,  напротив  в  ТС  выде¬ 
ляется  максимальное  число  выходных  реакций,  доступных  для  измерений 
с  целью  ФД. 

Результаты  теории  инвариантности  используются  для  выделения  в  ТС 
выходных  реакций,  с  помощью  которых  образуются  контрольные  условия, 
справедливые  для  любых  значений  входных  воздействий  II е{[/}  и  7Ѵе{./Ѵ}. 
Контрольные  условия  задают  алгоритм  устройства  ФД  и  определяют  за¬ 
траты  на  процедуру  диагностирования. 

В  [63]  проведено  достаточно  подробное  обсуждение  методов  синтеза 
контрольных  условий,  которые  подразделяются  на  две  группы: 

—  методы,  использующие  естественную  избыточность  и  введение  из¬ 
быточных  переменных; 

—  применение  дополнительных  элементов  для  целей  диагностирования, 
определенным  образом  связанных  с  элементами  ТС  и  между  собой.  К  этой 
группе  относятся  методы  дублирования,  применение  различных  видов 
дополнительных  математических  моделей  к  ТС  типа  наблюдателя  Люен- 
бергера,  фильтра  Калмана  и  т.  п.  [73,  84,  85]. 

Для  обеих  групп  методов  задача  синтеза  контрольных  условий  в  фор¬ 
мализованном  виде  решается  на  основе  необходимых  и  достаточных  усло¬ 
вий  абсолютной  инвариантности,  сформулированных  и  развитых  в  рабо¬ 
тах  [66,  67,  71,  72]. 

Техническая  система  обладает  естественной  избыточностью,  если  число 
независимых  выходных  реакций  больше,  чем  суммарная  размерность  век¬ 
торов  входных  воздействий  и  мешающих  возмущений.  Система  (1.1)  обла¬ 
дает  естественной  избыточностью,  если  размерность  X  больше  суммарной 
размерности  II  и  N  и  ранг  матрицы 

Г  дР-  '■  дР-  1  _  _ 

гапк  |  і  —  1»?*  /==1  (3.6) 


и  д>т+/  для  любых  II  ^{11}  и  У<={У}. 

Выполнение  условия  (3.6)  позволяет  представить  (1.1)  в  виде  системы 
уравнений 

Ъ=Ь(К,  X,  11,  і),  і= 1,  д  (3.7) 

и  разрешить  первые  т+1  уравнений  относительно  II  и  N 


Ѵі=Ѵ}(К,Х,і),  /=1,  т, 

Х=ВД  X  о,  /=М- 


(3.8) 


Уравнения  (3.8)  подставляются  в  оставшиеся  д—(т+1)  уравнений 
(3.7)  вместо  N  и  II  и  получаются  д—  {т+1)  контрольных  условий,  инва¬ 
риантных  к  N  и  II  в  виде 


(3.9) 


Хі=Іі{К,  X,  і),  і=1,  д-(т+1). 
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Если  размерность  X,  равная  г<  (т+1),  и  ранг  матрицы 

гапк[о>/г(-)/^]>г,  і=1,  9-(т+1),  7=1,  г  (3.10) 

для  любых  Хе{Х},  то  в  результате  измерения  X  в  (3.9)  однозначно  опре¬ 
деляются  координаты  К ,  т.  е.  обеспечивается  заданная  глубина  диагности¬ 
рования.  Средние  интегральные  затраты  на  реализацию  процедуры  диаг¬ 
ностирования  включают  в  себя  затраты  на  измерения  X  и  организа¬ 
цию  вычислительной  процедуры  определения  К. 

Если  либо  ранг  (3.10)  меньше  г,  заданная  глубина 

диагностирования  не  обеспечивается,  т.  е.  /ч,  і=  1,  г  определяются  неодно¬ 
значно.  В  этом  случае  задача  ФД  имеет  два  пути  решения: 

—  уменьшение  глубины  диагностирования  до  числа  контрольных  усло¬ 
вий; 

—  применение  второй  группы  методов  синтеза  контрольных  условий. 

Применение  различного  рода  дублирований  и  дополнительных  моделей 

наряду  с  увеличением  средних  интегральных  затрат  (что  в  общем  оправ¬ 
дано  заданной  глубиной  диагностирования)  имеет  один  существенный  не¬ 
достаток.  Введение  дополнительных  элементов  в  структуру  ТС  с  извест¬ 
ными  параметрами,  которые  обозначим  вектором  Кф ,  с  целью  синтеза 
контрольных  условий  снижает  надежность  ТС  в  целом.  Отказы  дополни¬ 
тельных  элементов  с  параметрами  Кф  воспринимаются  так  же,  как  и  от¬ 
казы  ТС,  т.  е.  отказы  ТС  и  дополнительных  элементов  различимы  между 
собой  только  в  вероятностном  смысле  [71],  т.  е.  ненадежность  парамет¬ 
ров  КФ  вносит  дополнительную  неопределенность  в  результат  измере¬ 
ний  X. 

Поэтому  главным  требованием  к  дополнительным  элементам  является 
их  более  высокая  надежность  по  сравнению  с  элементами  ТС.  Однако, 
если  это  требование  будет  обеспечено,  то  целесообразно  вместо  элементов 
ТС  использовать  дополнительные  элементы,  так  как  те  и  другие  «рабо¬ 
тают»  с  одинаковыми  видами  входных  воздействий. 

Поэтому  на  практике  дополнительные  элементы  выбираются  из  ком¬ 
промиссных  условий:  с  одной  стороны,  увеличение  глубины  диагностиро¬ 
вания;  с  другой  стороны,  уменьшение  надежности  ТС. 

При  использовании  дополнительных  элементов  синтез  контрольного 
условия  производится  аналогично  (3.7),  (3.8),  (3.9)  при  увеличении  числа 
уравнений  в  (3.7)  за  счет  дополнительных  элементов  с  параметрами  КФ 

*г=/ДХф,  N.  С/,0,  7=1,2,...,  (3.11) 

введенных  в  структуру  ТС.  В  результате  контрольные  условия  будут  от¬ 
личаться  от  (3.9)  наличием  в  них  параметров  Кф ,  т.  е. 

Хі=и{К,Кф,Х,1),  і=  1,2,...  (3.12) 

Исходными  данными  для  оценки  достоверности  ФД  на  основе  методов 
теории  инвариантности  являются: 

—  контрольные  условия  в  виде  (3.9)  или  (3.12); 

—  плотность  \Ѵ {К,  0,  ( ,  7=0,  ^  и  плотность  УУ (Хф,  О,  КФ<^{КФ}\ 

—  математическая  модель  измерения  X  с  известной  плотностью  оши¬ 
бок  измерений  ДХ  в  виде  (3.1). 

Особенности  оценки  Дм  при  ФД  исследованы  в  [43],  где  показана  за¬ 
висимость  Дм  от  вида  контрольных  условий  и  распределения  УУ (Хф,  і). 

Инструментальная  достоверность  Ди  оценивается  так  же,  как  и  при 
других  методах  диагностирования,  и  зависит  от  модели  измерения  и  рас¬ 
пределения  ошибок  измерения,  обусловленных  аппаратурной  реализа¬ 
цией  средств  измерения. 

Заключение.  Проблема  эффективного  решения  задачи  диагностирования 
сложной  технической  системы  представляет  значительный  теоретический 
и  практический  интерес.  В  настоящей  работе  охвачена  только  часть  этой 
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проблемы,  связанная  с  корректным  применением  различных  математи* 
ческих  методов  к  взаимосвязанным  задачам,  которые  должны  решаться  в 
процессе  диагностирования  технической  системы.  Вне  рамок  данной  рабо¬ 
ты  остались  такие  важные  с  точки  зрения  применения  математических  МО* 
тодов  вопросы,  как: 

—  методы  оценки  ошибок  аппроксимации  моделей  функционирования 
ТС  специальными  диагностическими  моделями; 

—  большое  количество  методов  параметрической  идентификации  при 
оценивании  параметров  ТС  в  процессе  тестового  диагностирования; 

—  методы  оценки  достоверности  функционального  диагностирования 
с  учетом  введенной  в  ТС  аппаратурной  или  алгоритмической  избыточности 
для  целей  диагностирования  и  другие  вопросы,  связанные  с  оригинальным 
решением  отдельных  задач  диагностирования. 

Тем  не  менее  изложенные  методы  позволяют  конструктивно  решать 
большое  число  практических  задач  по  технической  диагностике. 
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НОВЫЙ  КРИТЕРИЙ  ИНВАРИАНТНОСТИ  СПЕКТРАЛЬНЫХ  ЗНАЧЕНИЙ 
ЛИНЕЙНЫХ  АВТОНОМНЫХ  СИСТЕМ 

Для  линейных  автономных  систем  с  неполной  информацией  предлагается  но¬ 
вый  эффективный  критерий  инвариантности  собственных  значений  относительно 
обратной  связи  но  выходу.  Показаны  возможности  обобщения  полученных  резуль¬ 
татов. 

Введение.  В  последнее  время  большое  внимание  уделяется  задачам  модального 
управления  и  стабилизаций  [1]  динамических  систем  с  неполной  информацией  от¬ 
носительно  вектора  состояния.  Наибольший  интерес  представляет  нахождение  эф¬ 
фективных  условий  разрешимости  этих  задач. 

В  связи  с  этим  интересна  проблема  инвариантности  спектральных  значений  от¬ 
носительно  обратной  связи  по  выходу.  В  работе  [2]  в  предположении  полной  управ¬ 
ляемости  системы  был  разработан  критерий  инвариантности  собственного  -значения. 
В  общем  случае,  такой  критерий  излагался  в  работе  [3]. 

В  настоящей  работе  предлагается  новый  критерий  инвариантности  собственных 
значений  линейных  автономных  систем  с  неполной  информацией. 

1.  Постановка  задачи.  Рассмотрим  систему 

х=Ах+Ви, 


где  х^Нп,  и^Нт,  у^В\  ( тСп ;  1<п)  соответственно  векторы  состояния,  управления 
и  наблюдения  системы,  А,  В ,  Н  —  постоянные  матрицы  соответствующих  размерно¬ 
стей.  При  этом  считаем,  что  матрицы  В  и  Н  имеют  полный  ранг,  т.  е. 

гапкЯ=т;  гапк#=/.  (1.2) 

Собственное  значение  системы  Хо  (\А—ХоЕп\=0)  назовем  инвариантным  относи¬ 
тельно  обратной  связи  по  выходу  [2—3]: 

и=Су=СНх , 

если  для  любого  С  выполняется  условие 

\А-Х0Еп+ВСН\=0, 

здесь  Еп  —  единичная  тг-мерная  матрица. 

Иногда  ниже  инвариантное  собственное  значение  называется  инвариантным 
спектральным  значением. 

2.  Формулировка  критерия  инвариантности.  Критерий  инвариантпости  собствен¬ 
ного  значения  для  общего  случая  был  найден  в  работе  [3].  Приведем  этот  результат. 

Теорема  1.  Для  инвариантности  собственного  значения  системы  (1.1) 

(|  А  —  Х0Ягг|=0)  необходимо  и  достаточно,  чтобы  для  любого  значения  г;  г=1,  2,  . . . 
.  .  . ,  тіп(т?г,  /),  условие 

^  а^::::1г(^о)я/1::::Хг=о 

КІі<І2<--<Іг^тг 

выполнялось  при  любых  /сі,  . . . ,  кг  и  іі,  . . . ,  іг,  где 

1<кі<к2<  . . .  <кг<1 
Кіі<і2<  .  •  ■ 
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Здесь  а/ь...,ігГ(^о)-  определитель  матрицы,  получаемой  заменой  соответственно 

/і, . . . ,  /г-х  столбцов  матрицы  А  -  ко Еп,  іи  . . . ,  іг-ми  столбцами  Я;  Нкі,...,кг  —  минор, 


соответствующий  /і,  . ..,  /г- м  столбцам  и  к і,  кт- м  строкам  матрицы  Я. 

В  настоящей  работе  предлагается  новый  критерий  инвариантности  собственных 
значений  относительно  обратной  связи  по  выходу,  имеющий  значительно  более  про¬ 
стой  вид.  Имеет  место  следующая 

Теорема  2.  Для  инвариантности  собственного  значения  системы  (1.1)  Я0 
{\А—коЕп\  =0)  необходимо  и  достаточно  выполнение  условий 


гапк  {А  —  коЕп,  В)=п, 
гапк  (Ат— к0Еп,  Нт)=п. 


(2.1) 


Доказательство.  Необходимость. 
Заметим  сначала,  что 

(. А-коЕп+ВСН )  =  (. А-коЕп ,  В) 


( Еп ) 

V  сні 


(ЛТ-А.0Е„+ЯТСТЯТ)  =  (Ат-10Еп,  ВТ) 


(  ь  ) 

\  ствт ) 


Откуда  в  силу  известного  свойства  ранга  произведения  матриц 

гапк МЖтіп(гапк  М,  гапк  Я) 

следует,  что  матрицы  С  для  которой 

гапк  (А-к0Еп+ВСН)=гьпк  (А^-к0Еп+НтСтВт)=п 


не  существует,  если  не  выполняется  условие  (2.1). 

Достаточность.  В  силу  условия  (1.2),  без  ограничения  общности  [4],  мо¬ 
жем  считать,  что  матрица  Н  имеет  вид 

Я=(ЯЬ  Я2), 


где  Н і  —  неособенная  /Хйматрица  (|Яі|=^0). 
Неособым  линейным  преобразованием 


где 


2,  =  ЬХ, 


/Я  і  я2 
ѵ  О  Еп-і 


(\Ь\  =  \Н{  1=^0),  систему  (1.1)  приведем  к  виду  [4] 

і=Аі+Еи, 


где 


При  этом 


У=(Я/,  О)  2, 


А=ЬАЬ-^ 

Ё=ЬВ. 


/  Я і"1  -Нг'Н2\ 

ѵ  о  Еп-і  I 


(2.2) 


Представив  предварительно  матрицу  А  в  виде 

А=(Аи  Аі), 

где  А\  и  А2  —  прямоугольные  матрицы  размерностей  п^І  и  гіХ(п—1)  соответственно, 
запишем  условие  (2.1)  для  полученной  после  преобразования  системы  (2.2). 

Имеем 

гапк(Яі-Я0#і)П;  Аі-коЕ2,п\  Ё)  =п, 
гапк  (Аіт— коЕ^у,  А2т—коЕ2.п,  Нт)  = 

(2.3) 

/  А і — коЕ^  п\  А2  коЕ2,п  \ 

=гапк  1  )  =  п, 

\  ЕГ,  0  / 

где  Еі,  п  и  Е2>п  обозначают  соответственно  первые  /  и  последние  п—1  столбца  матри¬ 
цы  Еп. 
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Из  соотношения  (2.3)  получаем  окончательно 

{гапк^і-ХоЯі.гГ,  ^2-^о#2,п;  Б)—п, 
гапк(Я2-Яо^2,п)  —п—1. 


(2.4) 


Сейчас  доказательство  достаточности  условий  теоремы  сводится  к  доказательству 
того  факта,  что  из  выполнения  (2.4)  следует  существование  матрицы  С  (размерно¬ 
сти  тХІ),  удовлетворяющей  условию 

А2— ІкоЕ2)  п  1  ^0.  (2.5) 

Заметим  прежде  всего,  что  согласно  (2.4)  из  столбцов  матрицы  {А—  ХоЕп,  В)  можно 
составить  неособенную  матрицу  вида 

(  (Аі  —  ХоЕі,  п\  В)і ;  А2— Яо#2,  п),  (2.6) 

где  через  (Аі— ХоЕі,  п;  В)і  обозначена  некоторая  пХІ- матрица,  составленная  из 
столбцов  матрицы  {Аі—'КЕип\  Б)  (в  силу  |Л-Я0#п|=0  (Аі-'коЕі,  п;  В)і  непремен¬ 
но  будет  содержать  по  крайней  мере  одші  столбец  матрицы  В) . 

Наконец,  для  полного  доказательства  теоремы  нам  остается  показать,  что  из  по¬ 
следнего  обстоятельства  следует  существование  С ,  для  которой  имеет  место  (2.5) 
(т.  е.  неинвариантность  Я0). 

Для  простоты  и  наглядности  изложения  покажем  справедливость  последнего 
предложения  для  случая  /г= 3;  т=1= 2.  (В  общем  случае,  доказательство  совершенно 
аналогично.) 

В  этом  случае 

(Сц  С 12 
С2І  С22 


условие  (2.4)  примет  вид 

Г  гапк  (аі— ЯоСі,  а2— а3— Хо^з*  ,  ^2) ==: 3, 
ѵ  аз— ЯоС3=^0, 

где  а  обозначает  і-й  единичный  вектор. 

Пусть,  для  определенности,  из  столбцов  (Аі—Х0Еі,п;  А2— к0Е2.  п;  В)  в  данном 
случае  можно  составить  следующую  неособенную  матрицу  вида  (2.6) : 

(аі~ЯоСі,  2»і,  а3— ЯоСз), 


\а,\— ХоСі,  Ъ і,  а3  —  Хоез|  =^=0. 


Выберем  сейчас  матрицу  С  из  соотношения 


где 


(Аі  —  Яо^і,  з)  +  ВС —  (аі— ЯоСі,  а2—  'ков2АЪі) , 


(2.7) 

(2.8) 


Аі—(й\ ,  а2) ;  Е і,з= 


(т.  е.,  пользуясь  условием  (2.6),  мы  стараемся  линейно  зависимый  от  других  столб¬ 
цов  матрицы  А—К0Е3  столбец  а2—  Ік0е2  «блокировать»  слагаемым  &і). 

Элементы  матрицы  С ,  удовлетворяющей  (2.8),  можно  выбрать  следующим  обра¬ 
зом: 

сн=с2і=с22=0;  сі2=1. 

При  таком  выборе  С  будем  иметь  в  силу  известного  свойства  определителей  и  усло¬ 
вия  \А—  А,0#з|=0 

|(^і  ХоЕі,  з) ^~ВС ;  А2 — Яо^г,  з |  =  | яі — А/оСі,  (а2 — кое2)~Ь~Ъі,  аз — |  = 

=  |аі— Я0ві,  Й2— Я0с2,  а3— Я0с3|  +  |аі— Л0Сі,  6і,а3— ^0с3 1  =а4— Я0Сі,  Ьі,  аз— А,0е3 1  ^0, 

т.  е.  Іо  не  является  инвариантным  спектральным  значением  системы  (2.2)  (а  сле¬ 
довательно,  и  исходной  системы) . 

Поскольку  выполнение  условий  вида  (2.1)  для  любого  собственного  значения  А 
равносильно  полной  управляемости  и  наблюдаемости  системы  (1.1)  [4],  из  теоремы  2 
имеем 

Следствие.  Полностью  управляемая  и  полностью  наблюдаемая  система  с 
неполной  информацией  не  может  иметь  собственных  значений  инвариантных  отно¬ 
сительно  обратной  связи  по  выходу. 

Иными  словами,  неинвариантные  собственные  значения  принадлежат  полностью 
управляемой  и  полностью  наблюдаемой  части  системы. 

208 


Поскольку  согласно  результатам  работы  [5]  нарушение  условий  (2.1)  равно¬ 
сильно  выполнению  условия 

Н  ай]  (А-Х0Еп)В= 0,  (2.9) 


где  ай]  —  обозначает  присоединенную  матрицу,  изложенные  выше  результаты  мож¬ 
но  сформулировать  еще  и  так. 

Теорема  3.  Для  инвариантности  собственного  значепия  Х0  матрицы  А  отно¬ 
сительно  обратной  связи  по  выходу  необходимо  и  достаточно  выполнение  условия 
(2.9). 

Изложенные  выше  результаты  можно  естественным  образом  перепести  для  об¬ 
щих  дифференциальных  систем: 


В(р)х(і)  —Ви(1), 
у(і)  =Нх(і), 


(2.10) 


где  р=д,/(И  —  оператор  дифференцирования,  И(р)  —  аналитическая  «х^-матрица. 
в  классе  управлений  вида 

и  (О  —С (р)у  (і)  —С (р)Нх  (і) , 

С  (р)  —  аналитическая  матрица. 

В  этом  случае  условие  (2.1)  примет  вид 

(  гапк  ф(^о ),  В)=п, 

\  гапк  (І)т(А,о),  Нт)=п. 


Заметим,  наконец,  что  частным  случаем  системы  (1.10)  является  система  с  запазды¬ 
ванием 


х(і)  =Ах(і)  +Аіх(1— т)  +Ви  (I), 
у(і)—Нх(І). 
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СИНТЕЗ  АЛГОРИТМОВ  УПРАВЛЕНИЯ  ДВИЖЕНИЕМ  УПРУГИХ 
МЕХАНИЧЕСКИХ  СИСТЕМ 

Предложена  методика  определения  структуры  и  расчета  параметров  алгоритмов 
управления  механическими  системами  с  упругими  передачами  движения.  Алгорит¬ 
мы  строятся  по  схеме  управления  ускорениями,  благодаря  чему  в  системах  реали¬ 
зуются  свойства  адаптивности  и  высокой  динамической  точности. 

Рассмотрим  управляемую  механическую  систему  с  упругой  передачей  движе¬ 
ния.  Математическая  модель  системы  представлена  структурной  схемой  (рис.  1). 
Здесь  используются  общепринятые  обозначения  [1].  Структурной  схеме  модели  со¬ 
ответствует  передаточная  функция 

\Ѵ0  (р)  - - - - ,  (1)- 

р  (р  +  со,)  (р+ <в2)  (р2+2^ШзР+0)з2) 
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Рис.  1 


*где  о,  —  частоты  собственных  колебаний  управляемой  системы;  ^  —  коэффициент 
демпфирования;  к  —  коэффициент  усиления.  Как  правило,  соі<о)2<(о3.  Частота  соі 
определяется  электромеханическими  параметрами  /ст,  к ш,  /н,  /д,  і,  а  ю2  —  электриче¬ 
ской  постоянной  времени  хэ=Ь/Н  .Частота  собственных  колебаний  подсистемы,  вклю¬ 
чающей  упругую  механическую  передачу,  определяется  значениями  /д,  Ун,  с,  і. 

Для  применяемых  конструкционных  материалов  ^1.  Вследствие  этого  на  часто¬ 
тах,  близких  к  соз,  могут  возникать  резонансные  колебания.  Если  наряду  с  этим  мо¬ 
мент  инерции  нагрузки  изменяется  в  широких  пределах,  то  обеспечение  высокой 
динамической  точности  системы  в  сочетании  с  реализацией  назначенного  характера 
переходного  процесса  с  помощью  традиционных  средств  коррекции  оказывается  труд¬ 
нодостижимым.  В  статье  рассматривается  новый  подход  к  решению  задачи  синтеза, 
основанный  на  применении  алгоритмов  управления  по  ускорению. 

Для  удобства  дальнейшего  изложения  запишем  дифференциальное  уравнение, 
^соответствующее  передаточной  функции  (1).  Оно  имеет  вид 


4 


Л5  ф(0 

йіъ 


+  ^^я«ф(5)  (і)  —  ки. 
8=0 


(2) 


'Коэффициенты  а8  выражаются  через  параметры  передаточной  функции,  при  этом 
л0=0.  Пусть  уравнение 

ф*  (0  +,У2Ф*  (0  +7іф*  ( і )  +7оф*  (і)  =?2фвх  ( і )  +Ріфвх  (0  +Рофвх  (і)  (3) 

■описывает  движение  эталонной  системы,  динамика  которой  соответствует  требова¬ 
ниям  технического  задания  на  проектирование.  Синтезируем  такой  алгоритм  управ¬ 
ления  и=и( ф,  ф,  фвх),  при  котором  величина  тах|ср*(г)— ф(0  |  не  превышает  допу¬ 
стимое  значение. 

Искомый  алгоритм  будем  строить  на  основе  дифференциального  закона  управле¬ 
ния  второго  порядка 

тй+й=х(е*— ф),  (4) 

.где  е*=ср*  —  требуемое  значение  ускорения  управляемой  переменной,  которое  соот¬ 
ветствует  эталонному  процессу.  Числовые  значения  параметров  т,  к  подлежат  опре¬ 
делению.  Уравнение  (4)  необходимо  дополнить  соотношениями  для  вычисления  е*. 
В  результате  будем  иметь  уравнения  алгоритма 

і  і 

й  =  —  е*Л-ф|-— -и,  е*=  |  фі  Л  +  Ріфві+^гфвх-'Угф,  фі^офвх-Чоф-Тіф-  (5) 

Т  о  Т  0 


Два  последние  уравнения  в  (5)  получены  интегрированием  обеих  частей  (3)  при 
условии,  что  Ф*(0=ф(0і  ф*(*)=ф(0-  Принято,  что  начальные  значения  соответст¬ 
вующих  переменных  равны  нулю.  Отметим,  что  аппаратная  или  алгоритмическая 
реализация  алгоритма  (5)  не  связана  с  необходимостью  измерения  ускорения  управ¬ 
ляемой  координаты.  Для  вычисления  управляющей  функции  достаточно  иметь  ин¬ 
формацию  об  управляемой  координате  ф(0  и  скорости  ее  изменения  ф(*). 

Получим  теперь  расчетные  формулы  для  параметров  т,  к  алгоритма  управления. 
Значения  т,  к  должны  быть  такими,  чтобы  замкнутая  система  обладала  требуемой 
динамической  точностью.  В  [2]  показано,  что  системы,  управляемые  по  ускорению, 
обладают  замечательными  асимптотическими  свойствами:  при  неограниченном  уве¬ 
личении  усиления  контура  ускорения  может  быть  достигнута  сколь  угодно  высокая 
степень  приближения  выходной  переменной  системы  к  эталонному  процессу,  т.  е 
ф(г)-*Ф*(г).  Достаточная  для  практических  приложений  степень  приближения  ф(*)-* 
->ф*(*)  реализуется  при  конечных  и  весьма  умерепных  значениях  коэффициента 
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усиления  в  контуре  ускорения.  В  рассматриваемой  задаче  таким  коэффициентом 
является  к.  Исследованиями  установлено,  что  для  обеспечения  высокой  динамиче¬ 
ской  точности  необходимо  выполнить  условия 

1  1 

—  «соз,  — (3—5)  (ос*,  (6> 

Т  Те 

где  т8  —  постоянная  времени  контура  ускорения;  0)с*  —  частота  среза,  соответствую¬ 
щая  эталонной  системе.  Выполнение  первого  соотношения  (6)  позволяет  увеличить 
запас  устойчивости  и,  следовательно,  дает  возможность  увеличить  коэффициент  уси¬ 
ления  к.  Смысл  второго  соотношения  (6)  заключается  в  том,  что  быстродействие 
контура  ускорения  должно  быть  в  3—5  раз  выше  быстродействия  эталонной  модели. 
Это  соотношение  мы  используем  для  определения  величины  к.  С  этой  целью  найдем 
формулу  для  постоянной  времени  т8.  Исходим  из  того,  что  на  частотах,  близких  к 
(Ос*,  управляемый  объект  можно  с  большой  степенью  точности  описать  дифферен¬ 
циальными  уравнениями 

й2у(і)+аіф(1)=кщ  й(і)  =  х(е*— ф).  (7) 

Исключая  в  (7)  управляющую  функцию,  получим  уравнение,  описывающее  про¬ 
цесс  в  контуре  ускорения: 

с?е 

02 +  (аі+кх)  е=ккг*.  (8) 

д,1 


(е=Ф) 

Из  (8)  следует,  что  постоянная  времени  те=а2/ (щ  +  Дсх) .  Таким  образом,  с  учетом 
(6)  находим  расчетное  соотношение  для  коэффициента  усиления  контура  ускорения: 

(3-5)а2С0с*-аі/&.  (9) 

По  изложенной  методике  выполнен  синтез  алгоритма  управления  движением 
упругой  системы,  параметры  которой  имеют  следующие  значения: 

Лу=5.4,  кт= 0.043  Н-м-А-1,  /Н=Ю0  кг  м2,  (10) 

^=10-з  Гн,  А; а)=0.073  В  с-рад"1,  і=100,  /с=1.7-107, 

Д=0.10  м,  Уд=2.94-10-4  кг-м2,  с=3-105  Нмрад"1. 


Этим  значениям  соответствуют:  со і «2.3  с1,  0)2^91  с-1,  (о3~335  с-1,  5=0,01.  Расчет 
параметров  алгоритма  выполнялся  из  условия,  чтобы  динамика  проектируемой  си¬ 
стемы  соответствовала  динамике  эталонной  модели  (3),  у  которой  7о=Ро=  1316,  *уі  = 
=200.66,  ^2=31. 34,  рі=  199.34,  р2=30,2.  Частота  о)с*=27  с-1.  Для  указанных  значе¬ 
ний  параметров  в  соответствии  с  изложенными  рекомендациями  находим  т=0.003, 
к =50. 

С  помощью  математического  моделирования  можно  убедиться,  что  динамиче¬ 
ская  точность  системы  характеризуется  величиной  ошибки,  не  превышающей 
0.3- ІО-2  рад,  что  соответствует  заданию  на  проектирование.  Существенно  при  этом, 
что  высокие  динамические  свойства  системы  сохраняются  при  изменении  момента 
инерции  нагрузки  в  несколько  раз. 

Проектирование  систем,  обладающих  высокой  динамической  точностью  слеженпя 
за  эталонной  моделью,  оказывается  возможным  путем  сочетания  алгоритмов  управ¬ 
ления  по  ускорениям  с  алгоритмами  компенсационного  типа.  Рассмотрим  эти  во¬ 
просы  применительно  к  моделям  (2),  (3).  Определим  управляющую  функцию  с  по¬ 
мощью  уравнений 


йі 


е*сіі+ ф 


и2 


1 

- [й2ф2+  («і +а2$г)  ф], 

к 


-I 


ф2=  фі  <^  +  Ріфвх-Ч2ф, 


е*=ф2+Ргфвх,  фі=Рофвх-Тоф-ТіФ> 


(11) 


о 


іг=иі+и2. 


Составляющая  и і  вычисляется  по  уравнениям,  которые  в  точности  соответствуют 
алгоритму  управления  по  ускорению.  Дополнительная  составляющая  иг  осуществля 
ет  приближенную  компенсацию  слагаемых  аіф,  а2ф  в  уравнении  движепия  объекта. 
Действительно,  поскольку  управление  по  ускорению  с  высокой  точностью  обеспечи¬ 
вает  выполнение  приближенных  равенств  ф«ф*,  ф«фВх,  то  оказывается  справедли- 
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ш>ш  соотношение  фг^ф-Ргф.  Поэтому 

1  1  .. 

и2  — - [а2ф2+(аі+а2р2)ф]^ - (а2ф+аіф). 

к  к 

Структурная  схема  замкнутой  системы  с  алгоритмом  управления  (11)  представлена 
на  рис.  2.  Здесь  ТУі(р)  —  передаточная  функция  по  угловой  скорости. 

Можно  показать,  что  наличие  компенсирующего  сигнала  иг  приводит  к  увеличе¬ 
нию  коэффициента  усиления  в  контуре  ускорения  в  области  низких  частот.  Так, 
интегральная  квадратичная  оценка  отклонения  ф(*)—ф*(0  Для  исследуемой  систе¬ 
мы  с  параметрами  (10),  управляемой  комбинированным  алгоритмом  (11),  более  чем 
на  порядок  меньше  такой  же  оценки  для  системы  с  алгоритмом  (5) . 

Таким  образом,  применение  алгоритмов  управления  по  ускорениям  в  сочетании 
с  частичной  компенсацией  модели  объекта  позволяет  реализовать  в  системе  высокую 
динамическую  точность  и  одновременно  обеспечить  строгое  воспроизведение  пере¬ 
ходного  процесса,  формируемого  эталонной  моделью.  С  помощью  традиционных  кор¬ 
ректирующих  схем  аналогичные  характеристики  недостижимы. 

СПИСОК  ЛИТЕРАТУРЫ 

1.  Кулешов  В.  С.,  Лакота  II.  А.  Динамика  систем  управления  манипуляторами. 

М.:  Энергия,  1971. 

2.  Крутъко  П.  Д.  Обратные  задачи  динамики  управляемых  систем.  Нелинейные  мо¬ 

дели.  М.:  Наука,  1988. 

Москва  Поступила  в  редакцию 

2.ѴІІ.19Э0 


УДК  62-50:512 
©  1991  г. 


Л.  Н.  ВОЛГИН 

ОБ  ОДНОЙ  ЗАДАЧЕ  ОПТИМАЛЬНОГО  УПРАВЛЕНИЯ 
ДЛЯ  НЕМИНИМАЛЬНО-ФАЗОВОГО  ДИСКРЕТНОГО  ОБЪЕКТА 

Обобщается  на  случай  неминимально-фазового  объекта  один  важный  результат 
теории  оптимального  дискретного  управления,  полученный  Е.  Д.  Якубович;  с  по¬ 
мощью  л-исчисления  решена  задача  оптимального  управления  дискретным  мини¬ 
мально-фазовым  объектом  с  запаздыванием  по  критерию  минимакса  модуля  управ¬ 
ляемой  координаты. 

Рассмотрим  дискретный  объект  управнения,  описываемый  операторным  соотно¬ 
шением 

д(2)Уг=^р(2)и{  +  1г,  (1) 

где  уі ,  щ  и  значения  соответственно  управляемой  координаты,  управляющего 
и  возмущающего  воздействий  в  момент  дискретного  времени  і1  р(г)  и  д(г)  —  полино- 
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мы  от  оператора  запаздывания  г  (2Хі=Хг- 1)  вида 

р(г)=Ро+  ■  ■  ■  +Рт2те,  9(2)=?0+  ...+9п2”,  (2) 

—  запаздывание  в  управлении. 

Ищется  регулятор  с  дискретной  передаточной  функцией  ш(г),  описываемый  опе¬ 
раторным  соотношением 

(3) 

где  с?2  —  запаздывание  в  измерении.  Относительно  возмущающего  воздействия  пред¬ 
полагается,  что  его  значения  ограничены 

\іі\<г.  (4) 

Критерием  оптимальности  является  максимум  модуля  управляемо  и  координаты  при 

і-+°°  [1] 

1=  Пт  тах  |г/і|-*тіп.  (5) 

г  -*>  оо  I  ?  г  } 


Подставляя  (3)  в  (1),  получим  передаточную  функцию  замкнутой  системы 

1 

Уі  =  к(г)Ѣи  іг  = 


У  +  ^ріѴ 


(6) 


где  <і=^і+<І2  —  полное  запаздывание  в  контуре. 

Предполагая  объект  в  общем  случае  неминимально-фазовым,  произведем  факто¬ 
ризацию  полинома  р(г)  относительно  круга  1 2 1  =1 

р=р+р-.  (7) 

Здесь  все  корни  полинома  р+  расположены  в  области  1 2  [  >1,  а  все  корни  р~  -  в  об¬ 
ласти  Ы<1. 


Теорема.  Передаточная  функция  оптимального  регулятора  равна 

0 

р+л 


«*> 


где  Ѳ  и  л  —  полиномы,  входящие  в  минимальное  решение  правильного  л-уравнения 

[2] 

2^-Ѳ  +  д  л=1.  (9) 

Доказательство.  Подставляя  (8)  в  (6)  и  учитывая  (7),  получим 


к  =  - 


л 

С  учетом  (9)  эта  передаточная  функция  принимает  вид  к=п.  Следовательно 


^г  =  ЛІг,  Уг  =  ПкѢі-к, 


(10) 


к=0 


где  5=ІІл||  —  степень  полинома  л,  равная 

5=||лІЫІд-|І+гі-1. 

Из  (10)  следует,  что 


|у<|<  |я*| 

Ь= 0 


С  учетом  (4)  имеем 


Ы<г 


Е|я,|. 


Согласно  доказанному  в  [1],  минимальное  значение  фупкционала  (5)  равно 


І*=г X)  Ія*І- 

к— 0 
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Пример.  Рассмотрим  дискретный  объект  с  передаточной  функцией 

2(/?0+Рі2) 

В  (*)  =  - - 

1  +  ді2  +  Ц222 

Запаздывание  в  управлении  <2і=1. 

1.  Пусть  объект  минимально-фазовый:  |ро|>|ді|,  р=р+,  р~  =  1.  Для  запаздывания 
в  измерении  рассмотрим  два  случая:  <22=0;  1.  Имеем  й=<2і+<22=1;  2. 

Составляем  л-уравнение  (9):  2гіѲ+ (1+ді2+д2г2)  л=1.  Его  минимальное  решение 
<2=1:  я0=1;  Ѳо=  —  Яи  0і=  —  Яг, 

-?і-222 

IV  2  =  - . 

Р0+Рі2 

<2=2:  Ло=1;  Яі=—ді;  Ѳо=— Я2+Яі2‘,  Ѳі=дід2; 

^12-92+ді922 

IV  =  - - - - *, 

(Ро+Рі2)  (1-^12) 

что  совпадает  с  результатами  [1]. 

2.  Пусть  объект  неминимально-фазовый:  \рі\^*\ро\,  р=р~,  р+  =  1.  Составляем  л-урав- 
нение  (9) 

2сі(Ро  +  Рі2)Ѳ+(1  +  ді2  +  д222)л=1. 

Его  минимальное  решение 

.  Рі{Р№-РіЯ\) 

<2=1:  Л0=Г,  Лі  =  - ; 

Ро(РоЯ2~РіЯі)+Рі2 

Яі(РіЯі~РоЯ2)-ріЯ2  Я2{РіЯі-РоЯ2) 

Ѳ0  =  - — ’ ;  Ѳі  = - - ; 

Ро{РоЯ2-РіЯі)+Рі2  Ро{РоЯ2~РіЯі)+Рі2 

Ѳо  +  Ѳі2 

IV  =  - - . 

Ло”^"Яі2 

Р\Яі(РъЯ2~РіЯі) 

<2=2:  Ло=1;  Лі=  —  Я  і "?  л2  =  - 5 

Ра{РйЧг~РіЧі)+Рі2 

9і2(Ро92-/>і9і)+/>і9і?2  ЗіЗгСРодг-ріЗі) 

Ѳ0  = - * - - — ;  Ѳ  і  - - ; 

Ро(РоЯ2-РіЯі)+Рі  Ро(РоЯ2~РіЯі)+Рі2 

00+012 

IV  =  - - -  . 

Ло  +  Лі2  +  Л222 
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©  1991  г. 
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АЛГОРИТМ  ПЛАНИРОВАНИЯ  ОПОРНЫХ  ТРАЕКТОРИЙ 
АРМИРУЮЩЕГО  МАНИПУЛЯТОРА 


Статья  посвящена  алгоритмам  планирования  опорных  траекторий  армирующего 
манипулятора  с  различными  кинематическими  схемами.  Выведены  соотношения  для 
скоростей  изменения  обобщенных  координат  раскладывающего  механизма.  Состав¬ 
лены  алгоритмы  расчета  опорных  траекторий  для  различных  исходных  требований 
к  характеру  протекания  намоточного  процесса.  Рассмотрен  также  алгоритм  решения 
прямой  задачи  кинематики,  предназначенный  для  оценки  точности  воспроизведения 
заданной  траектории  витка  при  отклонениях  кинематических  параметров  оборудо¬ 
вания  и  оправки  от  номинальных.  Приведен  пример  численного  решения  системы 
уравнений,  составляющей  математическую  модель  кинематики  намоточного  процесса. 

Хотьково  Поступила  в  редакцию 

3.1.1990 

Статья  полностью  депонирована  в  ВИНИТИ  за  №  1383-В90  от  13  марта  1990  г. 


УДК  62-55:62-181.4 
©  1991  г. 


Р.  X.  АШУРБЕКОВ 

ИССЛЕДОВАНИЕ  АЛГОРИТМОВ  ОЦЕНИВАНИЯ  ПАРАМЕТРОВ 
САМОНАСТРАИВАЮЩИХСЯ  РЕГУЛЯТОРОВ 


Рассмотрены  вопросы  исследования  алгоритмов  оценивания  параметров  самона¬ 
страивающихся  регуляторов.  Показаны  недостатки  оценивателя  параметров  по  мето¬ 
ду  наименьших  квадратов,  такие  как  дрейф  и  «взрыв»  (резкое  изменение)  парамет¬ 
ров  регулятора  в  процессе  управления,  а  также  способы  их  устранения.  Приведены 
результаты  исследования  самонастраивающегося  регулятора  с  различными  оценива- 
телями  параметров  на  примере  управления  диаметром  вытягиваемого  волоконно-оп¬ 
тического  световода  в  процессе  вытяжки,  а  также  исчерпывающие  материалы  о 
влиянии  на  качество  функционирования  самонастраивающегося  регулятора  различ¬ 
ных  алгоритмов  оценивания. 

Москва  Поступила  в  редакцию 

14.ХІІ.1989 

Статья  полностью  депонирована  в  ВИНИТИ  за  №  1395-В90  от  13  марта  1990  г. 


215 


УДК  621.391.272 
©  1991  г. 

Р.  Т.  ЯКУПОВ 

АНАЛОГО-ЦИФРОВАЯ  РЕАЛИЗАЦИЯ  ФИЛЬТРА  КАЛМАНА  —  БЬЮСИ 


Рассматривается  линейная  динамическая  система 

<1х=А  (І)хйі+В{і)д,іѵ(і),  х(іо)=х0 ; 
сІг=Н (і)х<11+0(і)сіѵ(і) ,  2(^о)=0, 

где  2  -  векторный  наблюдаемый  процесс;  векторы  х0,  ш(г),  ѵ(8)  взаимно  независи¬ 
мы  для  всех  1 ,  8^іо;  хо  имеет  математическое  ожидание  т0  и  ковариационную  мат¬ 
рицу  Р0.  Компоненты  векторов  ио  и  ѵ  —  независимые  стандартные  винеровские  про¬ 
цессы. 

Показано,  что  оптимальная  оценка  фильтрации  х  в  фиксированных  точках: 
1к(к=  1,2,...)  по  наблюдениям  г  на  интервале  [іо,ік]  определяется  формулой 

х(Ік)  =  [І-Р(Ік)Ь(ік)  ]Ф{Ік)х(Ік-і)+Р(ік)%(Ін)+х(ік),  х{і0)  =  т0; 
Р(ік)=-Т(и)[І+Ь(ік)Т(ік)]~\  Р(іо)=Ро; 

Т(Ік)  =  Ф(Ік)Р(ік-і)фт(ік)+Ѵ(Ік), 

где  Ф,  7/,  II  удовлетворяют  линейным  матричным  дифференциальным  уравнениям; 
векторы  х(ік),х(ік),  определяемые  из  стохастических  дифференциальных  уравнений, 
зависящих  от  2,  являются  (наряду  с  х(ік- 1))  достаточными  статистиками  в  рассмат¬ 
риваемой  задаче  фильтрации. 

Получены  также  субоптимальные  алгоритмы  оценивания  состояний  в  дискрет¬ 
ных  точках.  Предложенные  алгоритмы  отличаются  от  стандартного  фильтра  Калма- 
на  —  Бьюси  тем,  что  в  ряде  случаев  характеризуются  меньшим  числом  аналоговых 
операций,  что  во  многих  практических  приложениях  облегчает  задачу  создания 
устройства  обработки  наблюдений. 

Томск  Поступила  в  редакцию 

14.ХІ  1.1989 

Статья  полностью  депонирована  в  ВИНИТИ  за  №  1392-В90  от  13  марта  1990  г. 
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с  постоянными  коэффициентами .  3  222 

Борцайкин  С.  М.  Фундаментальное  решение  системы  уравнений  Фокке¬ 
ра  -  Планка  -  Колмогорова.  I.  Представление  континуальным  ин¬ 
тегралом  с  экспоненциальным  матричным  ядром .  3  217 

Брыкалов  С.  А.  Стационарные  распределения  температуры  в  системе  с 

непрерывной  обратной  связью  и  управлением .  2  162 

Бурмистенко  В.  М.,  Кушнир  В.  II.,  Полищук  В.  М.,  Хиленко  В.  В.  Адекват¬ 
ное  упрощение  линейных  моделей  при  решении  задач  оптимального 
управления .  6  233 

Владимиров  И.  Г.  см.  Богуславский  И.  А. 

Владимиров  Л.  В.  Системы  автоматического  экспонирования  в  рентге¬ 
новской  диагностике  с  регламентированным  временем  снимка  .  .  3  200 

Волгин  Л.  Н.  Ответ  на  письмо  В.  Б.  Ларина .  3  214 

Волков  В.  Л..  Гущин  О.  Г.,  Пакшин  П.  В.  Синтез  алгоритмов  оценива¬ 
ния  и  управления  с  учетом  характера  вычислительной  среды  ...  4  78 

Волковпч  В.  Л.,  Коленов  Г.  В.  Метод  распределенного  решения  взаимо¬ 
связанных  оптимизационных  задач . .  6  28 

Володин  В.  Д.,  Евдокименков  В.  Н.,  Карлов  В.  И.,  Красильщиков  М.  Н. 
Вероятностный  анализ  и  синтез  управления  движением  воздушно- 
космического  ЛА  на  основе  методов  оптимального  планирования 

экспериментов .  4  136 

Воронин  А.  Н.  Нелинейная  схема  компромиссов  в  многокритериальных 

задачах  управления .  4  38 

Гачинский  Э.  Е.,  Матвеев  С.  В.,  Трифонов  А.  Н.,  Черкашин  М.  Ю.  Об  одной 

задаче  поиска  источников  излучения .  4  99 

Гендлер  М.  Б.  Реализация  конечных  автоматов  с  произвольным  числом 

входов  и  выходов  потоковыми  сетями  импульсного  типа .  6  156 

Гиоргадзе  А.  X.,  Макаревич  Л.  В.,  Матевосян  А.  А.  Логические  аспекты 

конструирования  клеточных  оптических  процессоров . .  1  167 

Голубев  Ю.  Ф.,  Дегтярева  Е.  В.,  Хайруллин  Р.  3.  Метод  последовательной 
линеаризации  в  задаче  поиска  оптимального  шагового  цикла  ша¬ 
гающего  аппарата .  2  214 

Горбачев  Н.  В.,  Сафонов  А.  В.,  Шухов  А.  Г.  Синтез  и  оптимизация  ал¬ 
горитмов  управления  на  основе  концепции  обратных  задач  ...  2  3 

Гордиенко  Е.  К.,  Захаров  В.  Н.,  Кириллов  В.  Ю„  Миронов  А.  Ю.  Полнота 
и  эффективность  навигационных  операций  в  децентрализованных  ин¬ 
теллектуальных  системах .  5  212 

Гордон  А.  Р.,  Лапшун  Р.  А.  Предъявления  для  задач  выбора  в  играх, 

групповых  решениях  и  задачах  векторной  оптимизации  .  .  .  .  3  224 

Горшков  А.  Ф.,  Гуров  А.  К.  Методика  синтеза  алгоритмов  управления  гиб¬ 
кими  производственными  модулями  роботизированных  комплексов  6  225 

Гринберг  С.  Я.,  Яхно  Т.  М.  Решение  задач  технической  диагностики  с 

использованием  оболочки  ДИХГЕН .  б  147 

Гуров  А.  К.  см.  Горшков  А.  Ф. 

Гусев  М.  И.  Задача  распределения  ресурсов  при  слабых  связях  между 

подсистемами .  6  68 

Гущенко  В.  В.  Функционально-декомпозиционное  представление  слож¬ 
ных  технических  систем .  2  184 

Гущин  О.  Г.  см.  Волков  В.  Л. 
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Гущинский  Н.  Н.,  Левин  Г.  М.,  Танаев  В.  С.  Параметрическая  декомпози¬ 
ция  задач  минимизации  сложных  функций  на  параметризованных 
путях  орграфов .  6  125 

Данилов  В.  В.,  Угрюмов  В.  Е.,  Уманцев  П.  Г.  Использование  экспертных 

знаний  при  поиске  дефектов  вычислительных  систем .  2  166 

Дегтярева  Е.  В.  см.  Голубев  Ю.  Ф. 

Демченко  А.  И.,  Пельцвергер  Б.  В.,  Хавронии  О.  В.  Синтез  структур  транс¬ 
портных  сетей  в  условиях  неопределенности  исходной  информации 

на  основе  декомпозиционного  подхода .  3  18 

Домбровский  В.  В.,  Решетникова  Г.  Н.,  Смагин  В.  И.  Синтез  управлений  по 
критерию  обобщенной  работы  с  прогнозирующей  моделью  понижен¬ 
ной  размерности .  3  221 

Дулин  С.  К.  Знаковая  интерпретация  сходства  для  согласованности  мно¬ 
жества  объектов .  5  22 

Думбадзе  Л.  Г.,  Евдокимов  М.  В.,  Тизик  А.  И.,  Цурков  В.  И.  Пакет  при¬ 
кладных  программ  для  приближенного  решения  мономерной  задачи 
о  ранце  (ранец-диалог) . .  .  .  6  200 

Евдокименков  В.  Н.  см.  Володин  В.  Д. 

Евдокимов  М.  В.  см.  Думбадзе  Л.  Г. 

Еремеев  А.  П.  Параллельная  модель  для  продукционной  системы  таб¬ 
личного  типа .  5  171 

Еремин  Г.  С.  Алгоритм  перебора  групп  элементов .  4  221 

Ефимов  Е.  В.,  Казаков  И.  Е.  Оптимальпая  фильтрация  в  динамических 
системах  случайной  структуры  с  управляемым  от  индикатора  изме¬ 
рителем  .  1  85 

Жожикашвили  А.  В.,  Стефанюк  В.  А.  Программируемая  оболочка  экс¬ 
пертной  системы  ЗНАТОК  и  проблемы  ее  теоретико-категорного  опи¬ 
сания  .  3  134 

Жуков  А.  А.,  Фураеов  В.  Д.  Эллипсоидная  аппроксимация  и  оценивание 

состояний  дискретных  систем .  2  121 

Жук  С.  Я.  Применение  двухфункциональных  решающих  правил  для  оп¬ 
тимизации  дискретных  систем  случайной  структуры . -  .  2  130 

Завалищин  С.  Т.,  Ревенко  В.  В.  Расширение  нерегулярных  задач  опти¬ 
мального  управления  механическими  системами .  3  179 

Зарипов  Р.  X.  Машинное  сочинение  песенных  мелодий .  5  119 

Захаров  В.  Н.  см.  Гордиенко  Е.  К. 

Золотарев  Ю.  Г.,  Зотов  М.  Г.  Индикатор  совместимости  исходных  данных 

в  управлении  Винера  —  Хопфа .  3  197 

Зотов  М.  Г.  см.  Золотарев  Ю.  Г. 

Зубов  А.  Г.,  Петров  А.  И.  Оценивание  в  нелинейных  стохастических  систе¬ 
мах  при  внезапных  изменениях  структуры  и  координат  состояния  4  64 

Зубов  И.  Е.  Алгоритмическое  обеспечение  автоматического  режима  ор¬ 
битальной  ориентации  космического  аппарата .  2  193 

Зубов  II.  Е.  Алгоритм  автоматического  управления  вращательным  и  по¬ 
ступательным  пространственным  движениями  космического  аппара¬ 
та  в  процессе  сближения .  3  166 

Ильин  В.  А.  Оптимизационный  подход  к  задаче  планирования  траекторий 
подвижных  роботов  в  условиях  неполной  информации  о  расположе¬ 
нии  препятствий .  3  220 

Ильин  О.  Ю.  Конструирование  алгоритмов  управления  групповым  поле¬ 
том  вертолетов  при  совместной  транспортировке  моногруза  на  внеш¬ 
ней  подвеске .  4  150 

Ильясов  Б.  Г.,  Кабальное  Ю.  С..  Колушов  В.  В.  К  построению  областей 

устойчивости  МСАУ  в  плоскости  АФХ  ее  сепаратных  подсистем  .  .  1  18 

Илюшин  В.  Б.  Идентификация  по  абсолютно  оптимальному  критерию  3  218 

Иноземцев  В.  Г.,  Тибилов  Т.  А.  Регулирование  межпоездных  интервалов 

при  наличии  возмущений .  4  156 

Кабальное  Ю.  С.  см.  Ильясов  Б.  Г. 

Казаков  И.  Е.  см.  Ефимов  Е.  В. 
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Казупеев  В.  М.  см.  Берштейн  Л.  С. 

Капитонов  Ю.  А.,  Палагин  Ю.  И.,  Шалыгин  А.  С.  Ядерные  оценки  мно¬ 
гомерных  плотностей  распределения  случайных  полей . 

Карлов  В.  И.  см.  Володин  В.  Д. 

Карлов  В.  И.  Совместная  оптимизация  процессов  наблюдения  и  управле¬ 
ния  . о  *  ‘  * 

Катулев  А.  Н.,  Перевозчиков  А.  Г.  Определение  весовых  функций  неста¬ 
ционарных  импульсных  систем  по  минимаксному  критерию  .  .  . 

Кацман  В.  Е.  Теория  схем  разбиения . 

Качанов  Б.  О.  Многорежимное  оценивание  и  идентификация  методом 

максимума  средней  апостериорной  вероятности . 

Кейс  И.  А.  Синтез  управления  системой  Гамильтона  в  экспоненциаль¬ 
ной  реализации  заданного  движения  на  принципе  декомпозиции 
Ким  Ю.  В.  Об  одном  подходе  к  субоптимальной  фильтрации  в  приклад¬ 
ных  задачах  обработки  информации . 

Кириллов  В.  Ю.  см.  Гордиенко  Е.  К. 

Клопотек  Мечислав  А.  Восстановление  движущихся  трехмерных  объек¬ 
тов  . 

Кобзарь  С.  А.  см.  Баришполец  В.  А. 

Ковтун  В.  С.,  Митрикас  В.  В.,  Платонов  В.  Н.,  Ревнивых  С.  Г.,  Суха¬ 
нов  Н.  А.  Математическое  обеспечение  проведения  экспериментов 
при  управлении  ориентацией  космического  астрофизического  модуля 

«Гамма»  . 

Козлов  М.  В.,  Рогожин  В.  С.,  Ушаков  И.  А.  Диалоговая  система  для  ре¬ 
шения  задач  расчета,  оптимизации  статистической  оценки  надеж¬ 
ности  технических  систем . 

Колегов  Г.  А.,  Мельников  Е.  К.  Долгосрочное  планирование  маневров 

формирования  рабочих  орбит  космических  комплексов . 

Коленов  Г.  В.  см.  Волкович  В.  Л. 

Колмановский  В.  Б.,  Носов  В.  Р.  Об  управлении  одной  билинейной  систе¬ 
мой  . 

Колногоров  А.  В.  Об  оценках  минимаксного  риска  в  стационарных  сре¬ 
дах  . 

Кондратьев  В.  В.  Декомпозиция,  структуризация  и  анализ  социально- 

экономических  систем . .  •  •  . 

Колобов  М.  Г.  Адаптивное  оценивание  состояния  динамической  системы 

в  условиях  неопределенности  . 

Колотилин  Б.  Б.  Задача  оптимального  проектирования  структуры  иерар¬ 
хической  системы  распределенной  обработки  информации  .... 
Колушов  В.  В.  см.  Ильясов  Б.  Г. 

Копачев  С.  Д.  см.  Борцайкин  С.  М. 

Коровин  С.  К.,  Иерсисян  А.  Л.,  Нисензон  Ю.  Е.  Управление  по  выходу 

линейными  неопределенными  объектами . 

Коровин  С.  Я.  см.  Берштейн  Л.  С. 

Кошкин  Г.  М.,  Рюмкин  В.  И.  Асимптотические  свойства  ядерных  оценок 
логарифмической  производной  плотности . 

Красильщиков  М.  Н.  см.  Володин  В.  Д. 

Красовский  А.  А.  Гармоническая  корреляционно-экстремальная  нави¬ 
гация  . 

Красовский  А.  А.  Дуальная  задача  управления  и  идентификации  в  клас¬ 
се  кусочно-линейных  моделей . 

Крутько  П.  Д.  Новые  структуры  адаптивных  алгоритмов  управления 

автоматических  систем . 

Крысов  Ю.  А.  Выработка  и  координация  решений  в  некоторых  процеду¬ 
рах  параметрического  анализа  оптимизационных  задач . 

Крысов  Ю.  А.  О  некоторых  нелокальных  свойствах  функций  оптимума 
Крысов  Ю.  А.  Оптимизация  параметрических  систем  на  базе  агрегирова¬ 
ния  управлений  . 

Кудинов  Ю.  И.  Нечеткие  системы  управления . 

Кудрявцев  В.  В.  см.  Байда  С.  И. 

Кузьмин  С.  Л.  К  задаче  о  кратчайшем  пути  в  ориентированном  графе 
с  произвольными  длинами  дуг . 

Кушнир  В.  Н.  см.  Бурмистенко  В.  М. 
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Лабоцкий  В.  В.,  Сачок  Г.  А.  Система  автоматического  управления  электро¬ 
химическими  процессами  микроэлектроники .  3  219 

Лашпун  Р.  А.  см.  Гордон  А.  Р. 

Ларин  В.  Б.  Замечания  к  обзору .  4  224 

Ларин  В.  Б.  Оптимизация  в  Я2  и  параметризация  регуляторов  в  стандарт¬ 
ной  задаче  синтеза  [I] .  4  17 
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Ларин  В.  Б.  Письмо  в  редакцию  по  поводу  статьи  [I] .  3  213 

Ларин  В.  Б.  см.  Алиев  Ф.  А. 

Лебедев  А.  Л.  Задачи  идеального  наблюдения  некоторых  классов  дискрет¬ 
ных  систем  .  .  .  . .  1  125 

Левин  Г.  М.  см.  Гущинский  Н.  Н. 

Леонов  В.  А.,  Поплавский  Б.  К.  Метод  линейных  преобразований  иден¬ 
тификации  динамических  систем .  2  73 

Леонов  В.  Ю.  Итеративное  агрегирование  в  задачах  оптимального  управ¬ 
ления  .  2  187 

Ливанов  Ю.  В.  Построение  дерева  исходов  для  анализа  аварий  и  ката¬ 
строф  с  использованием  ПЭМП .  6  178 

Лисицын  В.  М.,  Сбросов  К.  В.,  Пасечный  Н.  Н.,  Стефанов  В.  А.  Алгоритм 

сегментации  доплеровских  лазерно-локационных  изображений  .  .  2  203 

Листровой  С.  В.  Параллельный  алгоритм  для  задачи  о  кратчайших  марш¬ 
рутах  на  графе . 4  189 

Литвинчев  И.  С.  Использование  структуры  и  оценок  перекрестных  свя¬ 
зей  в  методе  декомпозиции  задач  оптимального  управления  ....  6  104 

Ломакина  Л.  С.  см.  Альтман  А.  Ю. 

Ломакина  Л.  С.  Автоматизация  проектирования  контролепригодных 

систем .  3  222 

Ляпин  Л.  Н.,  Муромцев  Ю.  Л.  Анализ  и  оперативный  синтез  оптималь¬ 
ного  в  задаче  двойного  интегратора  на  множестве  состояний  функ¬ 
ционирования  .  3  57 


Макаревич  Л.  В.  см.  Гиоргадзе  А.  X. 

Макеев  С.  П.  Декомпозиция  задачи  вычисления  функций  от  взаимодейст¬ 
вующих  нечетких  переменных .  3  207 

Малышев  В.  В.,  Пакшин  П.  В.  Прикладная  теория  стохастической  устой¬ 
чивости  и  оптимального  стационарного  управления  (обзор)  ч.  I.  .  .  1  42 

Малышев  В.  В.,  Пакшин  П.  В.  Прикладная  теория  стохастической  устой¬ 
чивости  и  оптимального  стационарного  управления  (обзор)  ч.  II.  .  .  2  97 

Малышенко  А.  М.  Определение  индексов  каузальности  управляемых  ди¬ 
намических  систем .  1  32 


Маслов  В.  Г.  см.  Бордецкий  А.  Б. 

Маслов  В.  Д.  см.  Балашова  И.  Н. 

Матвеев  С.  В.  см.  Гачинский  Э.  Е. 

Матевосян  А.  А.  см.  Гиоргадзе  А.  X. 

Медницкий  В.  Г.  Декомпозиция  и  итеративное  агрегирование  в  задачах 
линейного  программирования  с  блочно-треугольной  или  ступенчатой 


структурой  ограничений .  6  14 

Мелихов  А.  Н.  см.  Берштейн  Л.  С. 

Мельников  Е.  К.  см.  Колегов  Г.  А. 

Миронов  А.  А.  О  вероятностных  свойствах  случайного  графа  с  заданным 

набором  степеней  вершин .  4  180 


Миронов  А.  Ю.  см.  Гордиенко  Е.  К. 

Митрикас  В.  В.  см.  Ковтун  В.  С. 

Мищенко  А.  В.  Устойчивость  решений  в  задаче  перераспределения  транс¬ 


портных  средств  в  случае  экстренного  закрытия  движения  па  участке 

метрополитена .  3  23 

Моисеев  А.  Г.,  Нараленков  М.  К.  Дискретные  квазиоптималыіые  алгорит¬ 
мы  оценивания  непрерывных  процессов  с  измеряемыми  параметрами  2  91 

Молокова  О.  С.  Модель  накопления  и  использования  опыта  в  деятель¬ 
ности  эксперта .  5  164 

Муромцев  Ю.  Л.  см.  Ляпин  Л.  Н. 

Мытус  Л.  Л.  Методы  и  средства  специфицирования  программного  обес¬ 
печения  встроенных  систем .  5  46 


Нараленков  М.  К.  см.  Моисеев  А.  Г, 
Нерсисян  А.  Л.  см.  Коровин  С.  К. 
Нисензон  Ю.  Е.  см.  Коровин  С.  К. 
Носов  В.  Р.  см.  Колмановский  В.  Б. 


Обросов  К.  В.  см.  Лисицын  В.  М. 

Осипов  Г.  С.  Построение  моделей  предметных  областей.  Ч.  I.  Неоднород¬ 
ные  семантические  сети .  .  5  32 
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Павловский  Ю.  Н.  О  двойственности  в  теории  декомпозиции .  6  3 

Паншин  П.  В.  см.  Волков  В.  Л. 

Пакшин  П.  В.  см.  Малышев  В.  В. 

Пакшин  П.  В.  Устойчивость  линейных  систем  со  случайными  парамет¬ 
рами  и  структурой .  3  115 

Палаши  Ю.  И.  см.  Капитонов  ІО.  А. 

Пасечный  Н.  Н.  см.  Лисицын  В.  М. 

Пахомов  М.  Г.  Инженерный  метод  оценки  выходных  характеристик  слож¬ 
ных  стохастических  систем  на  заданный  высокий  уровень  вероят¬ 
ности  .  2  146 

Пелевин  В.  Ю.,  Филимонов  Р.  П.  Сравнение  процедур  фонетической  сег¬ 
ментации  речи  по  асимптотической  эффективности .  3  215 

Пельцвергер  Б.  В.  Приближенная  декомпозиция  и  вопросы  взаимодей¬ 
ствия  подсистем  в  сложных  технических  системах .  6  83 

Пельцвергер  Б.  В.  см.  Демченко  А.  И. 

Первозванский  А.  А.  Декомпозиция  и  агрегирование  в  задачах  опера¬ 
тивного  управления  дискретным  производством .  6  116 

Перевозчиков  А.  Г.  О  задаче  синтеза  больших  систем  на  базе  универ¬ 
сальных  модулей .  4  174 


Перевозчиков  А.  Г.  см.  Катулев  А.  Н. 

Перевозчиков  А.  Г.,  Снаксарев  А.  М.  Об  оптимизации  поисковых  деревь¬ 
ев  в  задачах  структурного  синтеза  сложных  технических  систем  2  178 

Петров  А.  И.  см.  Зубов  А.  Г. 

Пивоваров  М.  Л.  см.  Балашова  Н.  И. 


Пиитов  А.  В.  Экспертно-математическое  моделирование  нечетких  систем  3  216 

Пирумов  Г.  У.  О  параметрической  оптимизации  разгона-торможения  руки 

манипулятора .  3  65 

Пиуновский  А.  Б.  Задачи  оптимального  управления  с  бесконечным  гори¬ 
зонтом  .  2  66 

Платонов  В.  Н.  см.  Ковтун  В.  С. 

Покотило  В.  Г.  К  проблеме  аппроксимации  пересечения  эллипсоидов  3  38 

Полищук  В.  М.  см.  Бурмистенко  В.  М. 

Поморцев  Л.  А,  Управление  случайными  блужданиями .  6  169 

Поплавский  Б.  К.  см.  Леонов  В.  А. 

Попов  С.  II.  Формализованная  модель  функционирования  выемочно-транс- 

иортпых  систем  горных  предприятий .  3  208 

Потапенко  Е.  М.  Минимизация  размерности  компенсатора  при  управле¬ 
нии  колебательной  системой .  1  26 

Почукаев  В.  II.  см.  Балашова  Н.  Н. 

Пузырев  В.  А.  см.  Ашурбеков  Р.  X. 


Решетникова  Г.  Н.  см.  Домбровский  В.  В. 

Ревенко  В.  В.  см.  Завалищин  С.  Т. 

Ревнивых  С.  Г.  см.  Ковтун  В.  С. 

Рогожин  В.  С.  см.  Козлов  М.  В. 

Рубан  А.  И.  Непараметрическое  оценивание  информационной  меры  степе¬ 
ни  идентичности  модели  объекту .  3  221 

Рудельсон  Л.  Е.  Организация  поиска  по  нескольким  ключам  в  базе  дан¬ 
ных,  сортированных  непосредственной  расстановкой .  5  71 

Рюмкин  В.  И,  см.  Кошкин  Г.  М. 


Сагунов  В.  Г.  см.  Альтман  А.  Ю. 

Садомцев  Ю.  В.  Статистическая  регулируемость  выхода  линейных  ста¬ 
ционарных  управляемых  систем .  2  15 

Сакалаускас  Э.  И.  Явный  субоптимальный  алгоритм  идентификации  не¬ 
линейных  систем  с  распределенными  параметрами .  3  205 

Санина  С.  Б.  см.  Александров  В.  М. 

Сафонов  А.  В.  см.  Горбачев  Н.  В. 

Сачок  Г.  А.  см.  Лабоцкий  В.  В. 


Сигал  И.  X.  Декомпозиционный  подход  к  решению  задачи  коммивояжера 


большой  размерности  и  некоторые  его  приложения .  6  143 

Силаев  А.  И.  Истинный  локальный  максимум  апостериорной  вероятности 
в  задаче  идентификации-оценивания  при  недискретпом  распределе¬ 
нии  неопределенных  параметров .  3  92 

Синцова  Л.  Н.  см.  Балашова  Н.  II. 

Смагин  В.  И.  см.  Домбровский  В.  В. 

Снаксарев  А.  М.  см.  Перевозчиков  А.  Г. 
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Соболев  А.  В.,  Черников  Г.  Н.  Нечисловая  обработка  информации  в  на¬ 


учных  исследованиях  на  системах  с  р-таблицей .  5  191 

Солдунов  В.  А.  Модальные  оценки  множества  достижимости  линейной 

системы .  4  25 

Сотсков  Ю.  Н.,  Шахлевич  Н.  В.  Адаптивный  алгоритм  минимизации  об¬ 
щего  времени  обслуживания  требований  последовательными  прибо¬ 
рами  .  6  137 

Стефанов  В.  А.  см.  Лисицын  В.  М. 

Стефашок  В.  А.  см.  Жожикашвили  А.  В. 

Суханов  И.  А.  см.  Ковтун  В.  С. 


Танаев  В.  С.  см.  Гущинский  II.  Н. 

Тарасов  В.  Б.  см.  Микишев  В.  В. 

Тибилов  Т.  А.  см.  Иноземцев  В.  Г. 

Тизик  А.  П.  см.  Думбадзе  Л.  Г. 

Тренев  Н.  Н.  Некоторые  механизмы  увязки  локальных  алгоритмов  в  рас¬ 
пределенных  системах .  4  197 

Трифонов  А.  Н.  см.  Гачинский  Э.  Ф. 

Тюрмина  Л.  О.  см.  Балашова  Н.  II. 

Угрюмов  В.  Е.  см.  Данилов  В.  В. 

Уманцев  П.  Г.  см.  Данилов  В.  В. 

Ушаков  А.  В.  Оценка  качества  процессов  в  линейных  многомерных  систе¬ 
мах  при  внешнем  конечномерном  воздействии .  3  216 

Ушаков  И.  А.  см.  Козлов  М.  В. 


Федоров  И.  П.  см.  Борисов  А.  Н. 

Филимонов  Р.  П.  см.  Пелевин  В.  Ю. 

Фицнер  Л.  II.  Дуальное  управление  и  вариационный  принцип  ....  4  216 

Фоменко  А.  В.  Синтез  оптимального  управления  разрывными  системами 

с  использованием  комбинированных  полей  экстремалей .  3  193 

Фролов  А.  Б.,  Яко  Э.  Алгоритмы  распознавания  частично  упорядоченных 

объектов  и  их  применение .  5  95 

Фурасов  В.  Д.  см.  Жуков  А.  А. 


Хавронииа  М.  А.  см.  Бордецкий  А.  Б. 

Хавронин  О.  В.  см.  Демченко  А.  И. 

Хайруллин  Р.  3.  см.  Голубев  Ю.  Ф. 

Хиленко  В.  В.  см.  Бурмистенко  В.  М. 

Хорошевский  В.  Ф.  см.  Албу  В.  А. 

Хорошевский  В.  Ф.,  Щенников  С.  10.  Инструментальная  поддержка  про¬ 


цессов  приобретения  знаний  в  системе  ПИЭС .  4  206 

Цой  Э.  В.,  Юдин  Д.  Б.  Прямая  задача  синтеза  знаний  в  теории  приня¬ 
тия  решений .  1  130 

Цой  Э.  В.,  Юдин  Д.  Б.  Расширенная  прямая  задача  синтеза  процедурных 

знаний .  5  126 

Цурков  В.  И.  Декомпозиция  в  задачах  управления  большими  система¬ 
ми  с  дискретными  переменами .  3  3 

Цурков  В.  И.  см.  Думбадзе  Л.  Г. 

Цурков  В.  И.,  Шаповалов  А.  В.  Двухуровневая  методика  в  задачах  управ¬ 
ления  дисперсными  системами .  2  156 

Цурков  В.  И.,  Шаповалов  А.  В.  О  точечном  управлении  системой  с  распре¬ 
деленными  параметрами .  4  111 


Черкашин  М.  Ю.  см.  Гачинский  Э.  Е. 

Черников  Г.  Н.  см.  Соболев  А.  В. 

Чернов  Д.  Э.  Динамическое  программирование.  Замораживание  перемен¬ 


ных  в  методике  сокращения  вычислений .  3  12 1 

Черноусько  Ф.  Л.  Декомпозиция  и  синтез  управления  в  динамических 

системах .  .  .  .  6  64 

Черноусько  Ф.  Л.  см.  Болотник  Н.  Н. 

Черток  Б.  Е.  см.  Байда  С.  И. 

Чесноков  С.  В.  Детерминированная  двухзначная  силлогистика  ....  5  3 
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Шаламов  А.  С.  Модель  расходования  и  пополнения  запасов  в  сложной 
системе  с  процессами  регенерации  первого  и  второго  рода  .... 
Шаламов  А.  С.  Система  многоразового  использования  запасов  с  периоди¬ 
ческой  политикой  пополнения  и  случайным  запаздыванием  поста¬ 
вок  . . 

Шалыгин  А.  С.  см.  Капитонов  Ю.  А. 

Шаповалов  А.  В.  см.  Цурков  В.  И. 

Шарова  В.  А.  см.  Балашова  Н.  Н. 

Шафранский  С.  В.  см.  Белов  Ю.  А. 

Шахлевич  Н.  В.  см.  Сотсков  Ю.  Н. 

Шутенко  В.  И.  см.  Байда  С.  И. 

Шухов  А.  Г.  см.  Горбачев  И.  В. 

Щеглов  А.  Ю.  см.  Богатырев  В.  А^ 

Щенников  С.  Ю.  см.  Хорошевский  В.  Ф. 

Юдин  Д.  Б.  см.  Цой  Э.  В. 

Яко  Э.  см.  Фролов  А.  Б. 

Якупов  Р.  Т.  Оптимальная  фильтрация  в  группе  идентичных  линейных 
динамических  объектов  при  наблюдении  рассогласований  компонент 
их  векторов  состояния . 


Яхно  Т.  М.  см.  Гринберг  С.  Я. 
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Монография  посвящена  исследованию  управляемых  случайных  блуж¬ 
даний,  в  которых  стратегиями  наблюдателей  являются  моменты  остановки 
последовательностей  случайных  величин.  Проблема  рассматривается  с 
точки  зрения  различных  критериев  оптимальностей,  например  достичь 
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ческой  кибернетике,  исследованию  операций  и  теории  игр. 

РАСПОЗНАВАНИЕ,  КЛАССИФИКАЦИЯ,  ПРОГНОЗ.  МАТЕМАТИ¬ 
ЧЕСКИЕ  МЕТОДЫ  И  ИХ  ПРИМЕНЕНИЕ.  Вып.4.  1991.  20  л.  3  р.  40  к. 

Ежегодник  —  единственное  на  русском  языке  периодическое  издание, 
посвященное  распознаванию  образов  и  анализу  изображений.  Состоит  из 
трех  разделов:  теория  распознавания;  анализ  изображений;  прикладные 
задачи  и  системы  распознавания.  Излагается  ряд  новых  результатов  ал¬ 
гебраической  теории  распознавания.  Рассматриваются  методы  использо¬ 
вания  локальной  и  глобальной  информации  при  синтезе  моделей  изобра¬ 
жений  в  задачах  распознавания.  Дается  постановка  и  решение  задачи  вос¬ 
становления  изображений  как  задачи  регуляризации. 

Книга  предназначена  для  разработчиков  автоматизированных  вычис¬ 
лительных  систем  распознавания  и  прогнозирования,  систем  обработки 
изображений. 
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ческая,  51;  690088  Владивосток,  Океанский  пр-т,  140;  320093  Днепропетровск, 
пр-т  Гагарина,  24;  734001  Душанбе,  пр-т  Ленина,  95;  664033  Иркутск,  ул.  Лер¬ 
монтова,  289;  420043  Казань,  ул.  Достоевского,  53;  252208  Киев,  ул.  «Правды», 
80-а;  27701 2  Кишинев,  пр-т  Ленина,  148;  343900  Кра  маторск,  Донецкой  области, 
ул.  Марата,  1;  443002  Куйбышев,  пр-т  Ленина,  2;  197345  Ленинград,  Петро¬ 
заводская  ул.,  7;  220012  Минск,  Ленинский  пр-т,  72;  117393  Москва,  ул.  Ака¬ 
демика  Пилюгина,  14,  корп.  2;  630090  Новосибирск,  Академгородок,  Морской 
пр-т,  22;  620151  Свердловск,  ул.  Мамина-Сибиряка,  137;  700185  Ташкент, 
ул.  Дружбы  народов,  6;  450059  Уфа,  ул.  Р.  Зорге,  10;  720001  Фрунзе,  бульвар 
Дзержинского,  42;  310078  Харьков,  ул.  Чернышевского,  87. 
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ИНФОРМАТИКА  И  НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКИЙ  ПРОГРЕСС.  (Киберне- 
тика  —  неограниченные  возможности  и  возможные  ограничения).  1987. 
189  с.  65  к. 

В  статьях  видных  ученых  раскрывается  роль  информатики  в  развитии 
науки  и  производства.  Особый  интерес  представляет  обсуждение  вклада 
информатики  в  социальный  прогресс,  ее  внедрение  в  различные  сферы 
жизни  общества. 

Книга  рассчитана  на  широкий  круг  читателей. 

Фролова  Г.  В.  ПЕДАГОГИЧЕСКИЕ  ВОЗМОЖНОСТИ  ЭВМ.  Опыт. 
Проблемы.  Перспективы.  1988.  171  с.  70  к. 

Автор  в  популярной  форме  знакомит  читателя-неспециалиста  с  воз¬ 
можностями  и  перспективами  применения  электронно-вычислительной 
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